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LÀ  MÉMOIRE  DE  MON  PÈRE. 


PRÉFACE. 


Ces  leçons  ont  été,  à  quelques  additions  près,  professées  au 
Collège  de  France,  pendant  le  deuxième  semestre  de  l'annt'e  1911- 
1912,  pour  le  cours  de  la  Inondation  Peccot.  J'ai  essaye  d'en  faire 
une  sorte  d'introduction  à  l'étude  des  notions  et  théories  nouvelles 
introduites  depuis  une  soixantaine  d'années  en  Arithmétique 
supérieure,  un  peu  comme  conséquence  des  travaux  de  Gauss  et 
sous  l'influence  des  idées  de  Galois  et  d'Hermite.  Ce  Livre  peut 
ainsi  être  considéré  comme  un  com[)lémcnt  aux  Traités  français 
actuels  de  Théorie  des  Nombres  [Algèbre  de  Serret,  Leçons  de 
J.  Tannery,  rédigées  par  MM.  Borel  et  Drach,  TraiLc  de 
M.  Cahen,  etc.).  Traités  (jui  sont  limités  aux  théories  de  Legendre, 
Jacobi  et  Gauss. 

Pour  ne  pas  allonger  outre  mesure  l'exposition,  je  n'ai  pas 
repris  toute  cliose  à  son  début,  et  n'ai  pas  essayé  de  constituer  une 
science  isolée  indépendante  de  tout  concept  d'Algèbre  et  d'Ana- 
lyse. Cependant,  je  n'ai  fait  appel  qu'à  des  l'ésultats  mathéma- 
tiques préalables  assez  élémentaires  :  les  premières  notions  d'Arith- 
métique, quelques  principes  de  la  théorie  des  systèmes  d'équations 
linéaires  et  des  équations  algébriques  (qui  font  partie  du  pro- 
gramme actuel  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales),  quelques 
définitions  de  la  théorie  des  ensembles  de  points  et  des  intégrales 
multiples  (qu'on  trouve  dans  les  Traités  classiques  d'Analyse). 

J'ai  l'assemblé,  dans  le  premier  Chapitre,  d'autres  notions 
d'Algèbre  et  d'Analyse,  moins  universellement  adoptées;  la  nota- 
tion des  Tableaux,  exposée  surtout  d'après  les  travaux  de  Laguerre 
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cl  (!<■  M.  Jordan;  le  liin};a^(;  j;<'(niu'lii<|iic  (espace  à  n  dimensions); 
l.i  -l'iirialisalion  de  la  nolion  de  dislance  indif|uée  par  M.  Min- 
kow.ski  cl  Ir  \(iliiiiM'  diiii  coips  (((incxe  dans  l'espace  à  //  dimen- 
sions. 

Les  (iiialrc  (diapitres  sni\anN  soiil  consacrés  à  rex|)Osilion  de  la 
lliéoiic  des  modules  cl  de-  ses  applications.  C'e>l  à  M.  iJedekind 
(|u'on  iloii  une  des  |)remières  expositions  méthodiques  de  celle 
ihéorie,  di'jà  en  f;ermcdans  les  travaux  d'll(  rmite.  VA\c  m'a  permis 
di'  relier  un  assez  i;rand  iioiidnc  de  r('sultals,  en  apparence  assez 
éloij^nés  :  divisihililé  de^  enliers  ordinaires,  apprcjxinialions  des 
irrationnelles,  ('(piatioiis  dioplianli(|iies.  tlii'orie  des  entiers  com- 
plexes algébrii|ues,  périodes  des  lonclions,  etc.  On  y  trouvera 
nolammenl  j)lnsieurs  résultais  arithmétiques  énoncés  et  établis 
isolément  par  Hermite,  surtout  en  vue  de  la  transformation  des 
fondions  abéliennes. 

Dans  les  deux  derniers  Chapitres  a  été  exposée,  d'après  les 
idées  d'Hermite,  la  célèbre  méthode  de  la  réduction  continuelle  et 
son  application  toute  naturelle  aux  formes  décomposables  et  aux 
corps  alj^ébriques  (unités,  corps  d'un  discriminant  donné,  classes 
d'idéaux).  J'ai  indiqué  à  ce  sujet  l'énoncé  et  la  démonstration  des 
deux  im|iortants  théorèmes  de  la  Geomelrie  der  Zahlen  de 
M.  Miiikuwski,  théorèmes  qui  eomiilctenl,  en  permettant  de 
l'étendre,  la  méthode  d'Hermite. 

Les  Chapitres  IV,  V  et  A  II,  |)lus  spécialement  consacrés  aux 
nombres  algébriques,  constituent  les  premiers  éléments  de  la 
théorie  des  entiers  complexes  d'un  corp.s  et  de  leur  arithmétique. 
On  sait  fpic  cette  théorie,  {|ui  a  |)ris  en  Allemagne  une  grande 
extension,  a  été  laissée  en  France,  depuis  Hermite,  dans  un  oubli 
assez  curieux;  à  pari  deux  traductions  récentes  i^lntroduclion  de 
M.  Sommer,  traduit  par  M.  Lévy,  et  Rapport  de  M.  Hilbert, 
traduit  par  MM.  Lévj  et  Got  ),  un  article  original  de  M.  Dedekind 
[liuUetin  des  Sciences  mathématiques)  et  un  court  opuscule  de 
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M.  I^aiircnl  (l^aris,  i()o4),  il  n'exisLe,  à  ma  connaissance,  aucun 
Exposé  français  sur  la  question. 

J'ai  ajouté  trois  Notes  à  ce  Livre;  lians  la  première,  j'ai  exposé 
l'application  de  la  théorie  des  modules  de  i^oints  aux  périodes  des 
fonctions,  ce  qui  m'a  permis  d'indiquer,  d'après  M.  Esclangon,  la 
définition  et  quelques  propriétés  arithmétiques  des  fondions 
quasi-périodiques.  Dans  la  deuxième,  on  trouvera  une  application 
numérique,  à  un  corps  quadratique,  des  définitions  et  principes 
énoncés  pour  les  corps  algébritpies  généraux.  (Jl'est  un  peu  plus 
qu'un  exemple  numérique;  j'ai  indiqué  succinctement,  à  |)ropos 
du  cas  particulier  considéré,  des  procédés  de  recherche  applicables 
à  tous  les  corps  quadratiques.  J'espère  que  ceci  compensera  un  peu 
l'absence  d'une  théorie  particulière  de  ces  corps,  le  cadre  forcé- 
ment restreint  de  ces  leçons  ne  m'ayant  pas  permis  de  l'y  intro- 
duire. Enfin,  dans  la  troisième  Note,  on  trouvera  quelques  notions 
complémentaires  sur  l'Arithmétique  des  idéaux. 

Tel  qu'il  est,  ce  petit  Livre  n'a  pas  la  prétention  d'être  un 
Mémoire  original,  et  les  propriétés  qui  y  sont  indiquées  ont  été 
déjà  publiées;  sur  bien  des  points,  je  n'ai  pas  essayé  d'atteindre 
les  limites  de  la  science  actuelle,  renvoyant  le  lecteur  désireux 
d'aller  plus  loin  à  des  Traités  spéciaux  ou  à  des  Mémoires  origi- 
naux. Par  contre,  je  ne  me  suis  pas  astreint  à  exposer  les  ti^avaux 
des  divers  auteurs  sous  la  forme  précise  qu'ils  avaient  adoptée  pri- 
mitivement (j'ai  ainsi  modifié  quelque  peu  la  méthode  de  réduction 
continuelle  d'Hermite,  l'exposition  de  la  théorie  des  modules  de 
Dedekind,  etc.)  ;  je  n'ai  pas  voulu  non  plus  me  rattacher  à  une  école 
déterminée  et,  dans  la  théorie  des  entiers  algébriques,  par  exemple, 
j'ai  emprunté  indifféremment  des  procédés  aux  méthodes  d'expo- 
sition de  Dedekind  ou  de  Kronecker,  aux  travaux  de  Minkowski, 
Hurwilz,  etc.  J'ai  surtout  essayé  de  faire  une  œuvre  homogène  et 
de  mettre  le  plus  possible  en  évidence  les  relations  mutuelles  des 
faits  et  ce  qui  m'a  paru  leur  véritable  raison  d'être.  Il  m'est  arrivé 
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;iiiivi  (le  iiiiidilicr  xnisfiil  ilts  (li'iiioii^t  i  ;il  itni>  ou  des  ('norict'S,  cl 
il  iii'rùl  v\r  iliflicilc  ilf  hiivdnci  IoiiJmims  avec;  précision  ;"i  un 
Mt'-moirc  ()ri';iii;il.  .le  plie  l<->  Icch'iirs  (Ic'slrciix  d'avcjir  des  rensei- 
^'uemciil-'  l»il)lioj;ni|)hiqucs  plus  développés  de  se  reporter  :  pour 
l'élude  des  nombres  entiers  proprement  dits  (divisibilité  et  équa- 
tions (lioplianti(pM's)  à  \'h\ssai  sur  la  Théorie  des  jV(jmbres,  de 
T.-.l.  Sliclljes;  poui'  les  nombres  algébriques,  à  l'abondante 
biblioj;ra|iliie  du  luipport  de  M.  Ildherl  i.hihrh.  (1er  dents. 
iiiKili.  l  Cr.,  i8()7)etdn  /»V//yjo/7  plus  récent  de  M.  Vueler (Jhid., 
U)i  i);  cnliii.  d  une  façon  générale,  à  V Encyclopédie  des  Sciences 
/;/rt///f'///r7//Vy//rA-,  éditions  allemande  et  française,  à  laquelle  j'ai  fait 
d'ailleurs  de  nond)reux  renvois  dans  le  cours  du  Livre.  Je  dois 
sii;u;der  (pu'  j'ai  fait  de  lies  larges  em|)runls  aux  OEuvres  d'Her- 
iiiile;  i  ai  égaleuieul  l)caueou|)  emprunté  à  .M.  Minkowski  qui,  sur 
de  nond)reux  points,  a  été  le  continuateur  du  grand  géomètre 
français. 

C'est  sur  la  demande  de  mes  auditeurs  du  Collège  de  France 
que  j'ai  songé  à  publier  ces  Leçons;  l'un  d'eux,  M.  Yidil,  élève 
de  2^  année  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  a  bien  voulu  rédiger  ses 
propres  notes  à  cette  intention.  J'en  ai  tiré  un  très  grand  profit, 
et  je  suis  licureux  de  lui  en  exprimer  ici  toute  ma  reconnaissance. 

Je  liens  aussi  à  icmercier  M.  Gauthier-Villars,  qui  a  bien  voulu 
se  cbarger  de  l'impression  et  de  l'édition  de  ce  petit  Livre.  Il  m'a 
rendu  ainsi  un  grand  service,  je  serais  heureux  si  j'avais  la  certi- 
tude qu'il  en  a  rendu  en  même  temps  un  petit  à  la  Science  fran- 
çaise. 

Toulouse,  2  mars  191 3. 
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CHAPITRE  I. 

INTRODUCTION  ALGÉBRIQUE. 


Les  formes  et  substitutions  linéaires. 


II  V  a  souvent  lieu,  en  Arithméti{[ue  supérieure,  d'uliliser  des 
résultiils  de  l'algèbre  (ou  plus  exaclemeut  du  calcul  algébrique), 
notamment  de  la  théorie  des  formes  et  substitutions  linéaires. 
Nous  allons  dabord  rappeler  biièvement  quelques  principes  de 
cette  théorie  et  indiquer  en  même  temps  les  notations  que  nous 
utiliserons  dans  la  suite. 

Un  système  de  n  formes  linéaires  indépendantes  de  n  variables 


(i)  J,=  rt'i  3^1 -T- a',  a"2-i-. 


(  f  =  1 ,  2,  . .  . ,  /i), 


ou  encore  la  substitution  représentée  par  les  mêmes  formules 
(ç  anciennes  variables,  x  nouvelles),  est  complètement  déterminé 
quand  on  se  donne  les  coefficients;  pour  lappeler  leur  place  res- 
pective dans  les  formes,  on  a  coutume  de  les  ranger  en  un  tableau 
carré 


(2) 


(les   coefficients    de 
C. 


«I 
al 


la    f''""*  forme    occupant   la    i'""^"  colonne). 
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Il  V  il  souvent  ;i\;iiilitj;e  ù  liiisoiiin  r  (lircclemonl  sur  ce  laljleau, 
:iu<|ucl  un  ;iltril)ue  ;iinsi  une  exislence  indépendanle.  C'est  ce 
<|u'onl  fait  lit;  nr)nil)reux  al^éhristes  et  arithniéliciens,  et  il  nous 
suCliia  <le  citer  rexeinple  (l'IIeiinite  (dans  la  transformation  des 
f(ui«iii)iis  ;d)élienncs)  (,'l  de  Gaylej  (').  Nous  désignerons  donc  un 
le!  système  de  //-  nornhies  \y,\Y  une  seule  lettre  V  et  nous  suppo- 
serons, sauf  mention  i\\\  contraire,  que  le  déterminant  A(  \)  formé 
pai-  les  //-  nomlnes  n'est  pas  nul;  le  lahleau  sei'a  dit  alors  iYordre 
ou  de  raiii^  n.  Le  système  de  formes,  la  substitution  (i)  seront 
dits  (issociés  au  tal)leau;  leur  donnée  entraîne  celle  de  A  et  réci- 
profjuemenl  [|)our  celte  réciproque,  on  conçoit  la  nécessité  de 
riivpollièse  A(  V)  ^  o]. 

La  somme  de  deux  tableaux  de  même  ordre  est  un  tableau  de 
même  ordre,  où  cliaque  terme  est  la  somme  des  termes  de  même 
rang  dans  les  deux  preniiets.  Ainsi 

c, 


b 

c 

"l 

b, 

C\ 

a  -i-  cfi 

b  ^b, 

c 

b' 

c' 

-~ 

n\ 

b\ 

o\ 

= 

a'  -1-  a\ 

b'-^b\ 

c 

b" 

c" 

«1 

i>'\ 

c\ 

a"-^.-a". 

b"^b", 

c' 

Celte  opération  est  associatàe  et  co/umulatue^  mais  il  se  peut 
f|ue  le  résultat  ne  soit  pas  un  tableau  de  rang  /i ,  son  déterminant 
|)()uvanl  être  nul.  Nous  verrons  ullérieurcment  des  applications 
de  celle  notion. 

Le  produit  de  deux  tal)kaux  de  même  ordre  AxB  est  un 
tableau  de  même  ordre,  où  le  terme  aj  s'obtient  en  faisant  la 
somme  des  produits  des  termes  de  la  ligne  de  rang  i  du  premier 
tableau  A  j^ar  les  termes  correspondants  de  la  colonne  de  rang  j 
du  second  B.   \insi 


b      c 

a       \i 

ï 

b'     c' 

X 

a'      â' 

v' 

1 

b"     c" 

a"     P' 

7 

a  1  —■  b  %  ->r  c  7." 

a  '^-^b  ;3'-(-c  r 

a' a  -+-  6' a' -f-  c'  a" 

a'p-+-6'p"+c'3" 

a"  1  ■— 

6"  a 

-f-  c"  %" 

rt"3 

-r-  b"'^'  -k-  €'"6" 

-^b  i^c  y" 


a  Y  -H  b'  ':' 


c  Y 


(')  On  peut  mùiiie  considérer  de  tels  systèmes  comme  généi-alisant  les  nombres 
ordinaires  et  constituant  des  nombres  complexes  (voir  là-dessus  l'article  de 
MM    Stiidy  el  Cartan,  Encyclopédie,  t.  I,  vol.  I,  fasc.  3). 
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Celte  opéralioii  (  '  )  est  évidemment  associatà'e 

A  x(B  X  G)  =  (Ax  Bjx  G; 

elle  est  aussi  distrilnitive  par  rapport  à  l'addition 

A  x(H  + G;  =  Ax  B-H  A  x  G, 
(B  +  G)xA  =  BxA-4-GxA. 

iJautre  part,  la  règle  pour  loiiner  les  termes  du  produit  coïn- 
cide avec  l'une  des  règles  habituellement  indiquées  pour  former  le 
produit  de  deux  déterminants.  Donc 

A(Ax  B)  =  A(A)x  A(B). 

Mais  cette  opération  n'est  pas,  en  général^  commuLative;  AxB 
n'est  pas  nécessairement  égal  à  BxA,  et  il  y  a  lieu  de  distinguer 
le  produit  à  droite  et  le  produit  à  gauche  par  un  tableau. 

On  remarquera,  et  ceci  donne  ime  raison  d'être  de  la  définition 
précédente,  que  la  substitution  associée  au  tableau  AxB  est  le 
produit  des  substitutions  associées  à  chacun  des  facteurs,  enten- 
dant par  là  que  c'est  le  résultat  obtenu  en  faisant  d'abord  la  substi- 
tution B,  puis,  sur  les  nouvelles  variables  ainsi  obtenues,  la  substi- 
tution A.  D'autre  part,  le  système  de  formes  associé  à  AxB 
s'obtient  en  faisant  la  substitution  A  sur  les  variables  du  système 
associé  à  B. 

Un  tableau  est  dit  système  simple  et  désigné  par  [m]  quand 
tous  ses  termes  sont  nuls,  à  l'exception  de  ceux  de  la  diagonale 
principale  (-),  ceux-ci  étant  tous  égaux  à  m.  On  obtient  manifeste- 
ment [/?2]x  V  ou  Ax[/?i],  ou  simplement  /?îA,  en  multipliant 
tous  les  termes  de  A  par  tn.  Les  calculs  entre  svstèmes  simples  se 
réduisent  aux  calculs  sur  les  nombres  qui  les  constituent  : 

[ni\  -+-{p]  =  [m+/?], 
[mj  X  [p]  =[mp\. 

Le  système  simple   [i]  joue  le  rôle  de  l'unité,  car  c'est  le  seul 

(')  On  pourrait  adopter  une  définition  en  multipliant  colonnes  par  lignes.  De 
même,  on  aurait  pu  établir  autrement  la  correspondance  entre  tableau  et  substi- 
tution. La  nécessité  de  fixer  ces  conventions  est  une  des  raisons  de  cette  intro- 
duction. 

('- )  Cette  notation  suppose,  bien  entendu,  connu  l'ordre  du  tableau. 
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i.ililiiiii  vt-rilianl  les  »'i|imIi(iiis 

X  >:  A  =  A         ou  \        \     -  \         |A(A)  ^oj. 

I^our  celle  raison,  nous  a|)|»ell<,-rr)i)s  tahlrau  imcrsc  de  V  le 
lalilcaii    \~'  (li'liiii  |>ar  l'uiie  des  é<,'alilés 

A     -  \-i  -  [i!         <.,i         A    '  X  A  =  [i]. 

V  cet  inverse  esl  associée  la  siibsl itution  iineise  de  celle  asso- 
<-iée  à  A  ((|iii  fait  passer  des  nouvelles  vaiiahles  aux  anciennes);  il 
«•>(  ddiic  uniijiir  (^  '  )  el  v(''ri!ie  les  deux  rgalilés.  On  lohliendra, 
par  exemple,  en  rcsolvanl  les  r'f[iialions  (i)  par  lajjporl  aux  x  et 
en  prenant  les  coeflicients  des  formes  en  ç  ainsi  obtenues.  On  peut 
encore  dire  que  ses  termes  sont  ceux  du  déterminant  adjoint 
de  A(A),  divisés  [)ar  le  nombre  A(\),  el  après  permutation  de 
lignes    el  rojonncs.   T^e  déteriniiianl    de  [i]  étant  i,  celui    de   A~' 

est  — —  ;   i"inver>e  du  système  simple  \ni\  est     —    .  iùilin,  linverse 

A(Al  •  IL)  I    ,;,J 

d'un  produit  s'obtient  |)ar  la  rèi^le  simj)le 

(  A  X  B  X  . , .  X  K  X  1. 1-'  =  L   '  X  K   1  X  . . .  X  B-'  X  A-'  ; 

puisque  l'inverse  esl  unique,  il  suffit  de  faire  la  vérilîcation,  ce 
(pu  esl  imnu'dial. 

Donnons,  en  lermmanl.  <|uel(|ues  notions  sur  les  matrices. 
Nous  ap|)ellerons  ainsi  \\n  lableau  rectangulaire  ou  carré  de 
nombres,  d'où  I  on  peut  déduire,  par  suppression  de  lignes  et  de 
colonnes,  des  tableaux  carrés.  On  pourra  distinguer  dans  une 
matrice  :  le  type  (m,  p),  m  lignes  el  p  colonnes;  le  ran^  /•,  ordre 
du  lableau  d'ordre  le  plus  élevé  (à  déterminanl  non  nul  )  (|u'on 
peut  en  déduire.  Le  rang  esl  au  plus  égal  au  plus  pelil  des  deux 
nombres  m.  p.  Pour  qu'on  puisse  étendre  à  deux  matrices  la  défi- 
nition de  la  somme,  il  faut  el  il  suffit  quelles  soient  de  même 
t\pe.  Pour  étendre  la  définition  du  produit,  il  suflil  que  le  nombre 
de    colonnes    de    la    première    (matrice    de  gauclie)    soit  égal   au 


(')  On  pourrait  encore  démontrer  celte  iinicilé  et  l'équi\alence  des  deux  équa- 
tions de  définition,  soit  en  se  servant  des  /i-  équations  linéaires  par  rapport  aux 
termes  rie  A-'  qui  traduisent  celte  définilinn.  soit  en  utilisant  l'unicilc  de  la 
SMJution  df  A\  =  \  et  de  X A  =  A,  et  les  propriétés  du  produit.  Celle  dernière 
niélliodc  aurail  un  intéivl  au  point  de  vue  du  ralcu!  symbolique  en  général. 
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nombre  de  lif^nes  de  la  deuxième  :  p  ^^  m'.  I^exlension  de  la  lègle 
esl  alors  immédiate,  on  obtient  une  matrice  du  tvpe  (m,p').  La 
multiplication  ainsi  définie  est  encore  associative;  on  le  vérifie 
aisément,  c'est  sa  seule  propriété  utilisée,  en  général. 

Cette  définition  du  produit  permet,  par  exemple,  de  représenter 
la  substitution  (i)  par  l'égalité 

Il  ,'1     U     •  • .     U  II  =  Il  a-,     X.,     ...     xu  II  X  A. 

A  désigne  le  tableau  (2)  associé  à  la  substitution.  ?sous  écrirons 
les  matrices  et  les  tableaux,  encadrées  de  deux  doubles  barres 
verticales,  pour  les  distinguer  des  déterminants  qui  sont  des 
nombres. 

Ensembles  abéliens  de  tableaux. 

On  peut  se  proposer  de  former  des  enseml)les  de  tableaux  où  la 
multiplication  soit  commulative.  La  rechercbe  de  tous  ces 
ensembles,  que  nous  appellerons,  pour  abréger,  abéliens  ('),  est 
un  problème  compliqué;  je  me  contenterai  d'indiquer  ici  une 
catégorie  très  étendue  de  tels  ensembles.  Une  première  solution 
nous  serait  donnée  par  l'ensemble  des  systèmes  simples;  une 
autre,  plus  générale,  ])ar  les  tableaux  où  tous  les  termes,  sauf  ceux 
de  la  diagonale  principale,  sont  nuls,  mais  les  termes  non  nuls 
n'étant  plus  nécessairement  égaux.  Par  exemple, 


[ai,  a. 


a„]  = 


La  notation  adoptée  est  évidente;  nous  dirons  qu'un  tel  tableau 
est  élémentaiic  ou  canonique.  Les  règles  de  calcul  sont  aussi 
manifestes  : 


[a,,  «2,  ....  a„]  X  ['^u  £-2,  . 
[ai,  a.,  .. 

A([a,,y.2,  . 


.,i„|=:f    a,;3„        a,3„,      . 

-i-=[^'à'--i] 

, ,  x„])  =  a,  a.  .  .  .a,;. 


^/i  [-'«     I  ) 


(')  Suivant  une  locution  habituelle  en  théorie  des  groupes. 


r»  ciivi-rriii;  i. 

L;i  miiltij)li(iill(M)  de  deux  laMciiiix  ciiDoiiiqiies  csl  donc  bien 
coiiitniilalivc;  on  |)Ctil  idicr  jdiis  loin.  I.;i  dt'linilion  même  de  la 
mnlli|)li(:;ilion  conduil  ;i  une  rè^le  simjde  pour  le  produit  d'un 
lalileaii  \  p;u-  un  tableau  canonirjue  E;  il  suffit  de  niiilli|)lier 
|)ar  a,  (/=  i,  ?-,  ...,  n)  tous  les  termes  de  la  ligne  de  rang  i 
.  de  A,  si  le  produit  est  à  gauche  (E  x  A),  et  de  la  colonne,  si  le 
produit  est  à  droite  (\  xE).  En  conséquence,  si  l'on  sup|)0se  que 
les  termes  de  E  sont  inégaux,  pour  que  le  tableau  \  soit  permu- 
tabl<;  avec  E,  (AE  =  EA),  il  faut  et  il  siifliL  (|u"il  soit  canonique; 
r<''galité  a/ r/^=  ayrt/ entraîne,  en  ed'et,  a^  =  o  pour  i^j-  Donc, 
5/  un  ensemble  abêlien  renferme  un  tableau  canonique  à 
termes  distincts,  cet  ensemble  ne  renferme  que  des  tableaux 
canoniques. 

Soit  maintenant  l*  un  tableau  déterminé  [A(l*)^o]  et  E  un 
tableau  canonicpie  quelconque.  Les  tableaux  PEP  '  forment 
encore  un  ensemble  abélien  ;  c'est  ce  f|ui  résulte  des  règles  de 
calcul  (conséquences  des  propriétés  des  opérations) 

FEP->-}-PE'P-i=       P(EP-i  +  E'P-i)       =  P(E-^E')P-', 
PEP-'x  PE'P-i=  P(ExE')P-', 

(PEP-»)-i       =    (P-i)-ix  E-'x  P-'     =      PE-ip-i, 
A(PEP-i)        =  A(P)x  A(E)x  A(P-')=  A(E). 

Nous    allons    voir   que    c'est    là    le    cas    général    des    ensembles 
abéliens. 

Montrons  d'abord  que  tout  tableau  A  peut  être  mis,  en  général, 
sous  la  forme  précédente.  C'est  ce  qui  résulte  d'un  calcul  bien 
connu  (on  le  trouve  notamment  dans  le  Traité  des  substitutions 
de  M.  Jordan)  sur  la  réduction  d'une  substitution  à  sa  forme 
canonique.  Voici  comment,  avec  les  notations  adoptées,  on  peut 
se  poser  ce  dernier  problème.  Soit  la  substitution  associée  à  A, 

Il  ^1    ^2    •  • .    ^n  11  =  11  y\    y-i    ...    yn  II  x  A  ; 

peut-on  considérer  les  x  et  les  j^  comme  provenant,  par  une  même 
substitution  P,  des  variables  x'  et  y' 

Il  ^'1     •'^■2     •  •  •     ^»  Il  =  Il  ^1     ^2     ...     ^,1  11  X  P, 
I! y,    y'-i    ■■■    y'n  II  =  II  jKi    y2    ...    yn  11  x  P, 

les   variables  y'    provenant    des   x'   par    une    substitution    cano- 
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nique  (associée  à  un  tableau  canonique) 

Il  x\    x\    ...    x'„  Il  =  Il y\   y.,    ...   y„ 
x',=  iiy. 


[X„  ).„....  x„] 


ou 


Le  calcul  est  immédiat;  eu  ajant  égard  à  l'associativité  des  pro- 
duits, le  système  précédent,  qui  doit  être  vérifié  quels  que  soient 
les  j^,  est  équivalent  à 


(3) 


P  y  [X,,X,,  ....!„]  =  A  X  P. 


Vppelons  aj  les  termes  de  A  supposés  connus  et  y.j  les  termes 
de  V  à  déterminer.  L'égalité  précédente  se  traduit  par  un  svstème 
de  n-  équations  en  a  et  A,  qu'on  peut  grouper  en  n  systèmes 
de  /i,  obtenus  respectivement  en  égalant  les  termes  d'une  même 
colonne  dans  le  i*^'  et  le  2"  membre  (les  produits  étant  effec- 
tués) : 

j  a' a}-f-a|a>+...-t- a"a;j=  X,aî  ï  =  (i,  2,  .  . . ,  n), 

\   J  a'  aj  -I-  a/  a|  -+- .  .  .  -H  a'^oif^  =  X-^  a?  id. 

/ ■ ' 

,   [  a}  a'/  -^  a?  a^f  ^- .  .  .  ^  «7 a;[  =  X„  af  id. 


(3  bis) 


Considérons,  |)ar  exemple,  le  premier  système;  il  peut  être 
envisagé  comme  formé  d'équations  homogènes  en  y.^  (termes  de  la 
première  colonne  de  P).  Son  déterminant  qui  est  alors  une  fonc- 
tion de  A,? 

aj  —  Xi  a\ 

(4)  a|  al-X, 


doit  être  nul.  On  raisonnerait  de  même  pour  le  2",  3",  etc. 
système,  en  remplaçant  seulement  dans  le  déterminant  A)  par  )v2, 
)v3,  ....  Donc  les  A  doivent  être  racines  de  l'équation  de 
degré  /?,  connue  sous  le  nom  cVéquation  en  A  de  A,  qu'on  peut 
écrire,  sous  forme  abrégée, 

/(X)^A(A-[X])  =  o. 

Cette  équation  ne   saurait  avoir  de  racine  nulle,  puisque  A  (A) 
n'est  pas  nul.  Nous   supposerons  qu'elle  n'a   pas  de  racines  mul- 


a  iiivi'irai:  i. 

li|)lcs(');  raiif^eoiis  alors  ses  racines  tliins  un  oïdie  (lélerininé, 
soil  A,,  )•:.,  ....  /.,/•  l/iiiic  (|ii('lroi)(|iie  ).a  annule  le  délormi- 
nanl  (  .'j  ),  niais  n'annule  |)as  Ions  s<'s  mineurs,  sinon  elle  annulerait 
la  <lériv(''e  de  y  (A)  (somme  d(!s  mineurs  |)rincij)aux).  Donc,  en 
transportant  celle  valeur-  tl.ins  le  /.''""' système  (3  his),  on  trouve 
un  svstèuKî  de  valeurs  pour  a^  y.':,,  ...,  a,^.  c'est-à-dire  j)Our  les 
lermes  de  la  /."'""'  colonne  de  I\  df'lini  à  un  fadeur  près  de  pro- 
por  lionu.dih'-.  Le  lal)leau  I*  liii-iiii'iiie  nesl  donc  ({('-fini  qu'à  un 
produil  près  à  droite  par  un  tableau  canonique,  l'our  résoudre 
coinplricmenl  If  proldrnie  pro|)osé  et  passer  de  It-galilé  (.i)  à  la 
lui  nie  \  uni  lie  puni-  \,  il  suffit  de  montrer  A(P)  ^  o.  S'il  n'en  était 
piis  ;iinsi,  7.',  a',,  ...,  a^,  vcrilieiaicnl.  (pirl  (pie  suit  /.  une  même 
rcialiun 


«„a„  =  (), 


où  nous  pouvons  supposer  par  exemple  u„  ^é  o.  Mais  alors,  en 
remplaçant  dans  chaque  système  (.3  bis)  la  dernière  égalité  parla 
précédente  relation,  on  en  conc-iurait  que  les  //  nombres  distincts 
).,,  Âj,  ....  /.„  véiilieraient  la  relation 


•  H       1 


ce  qui  est  absurde,  celle  l'elalion  étant  de  degré  n  —  i  en  a  et  non 
idenru|uemcnl  nulle.  On  peut  donc  énoncer  le  résultat  : 

Si  l'équation  en  a  de  A  n'a  pas  de  racine  muliiple.  on  peut 
nieltre  A.  sous  la  forme 

A  =  P  X  [A„X2,  ...,X.J  X  P-<, 

/., ,  Ao.  . . .,  A„  sont  les  racines  de  l'équation  en  A,  e/,  leur  ordre 
étant  choisi,  P  est  déterminé  à  un  produit  près  à  droite  par  un 
tithlcau  canonique.  Les  rapports  des  lermes  de  la  /.-"^•""^  colonne 
sont  des  lonciions  rationnelles  de  1 1,  et  des  termes  de  A.  On  \erra 


(')  Pour  la  discussion  du  cas  générai,  je  renvoie  au  Traité  de  M.  Jordan  ou  à 
un  Mémoire  de  H.  Poincaré  {Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  i88i)  ou  encore 
à  larlicle  de  iM.M.  Moyer  et  r*racli  sur  les  invariants  {Encyclopédie,  t.  I.  vol.  11). 
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aisémeiil  ce  que  deviennent  ces  résultais  pour  la  lli(''orie  des  subsli- 
tiilions  et  le  problème  primitivement  posé. 

La  condition  du  théorème  n  esl  évidenmient  pas  nécessaire  et 
certains  tableaux  peuvent  être  mis  sous  la  forme  |)récédente  sans 
que  leur  équation  en  A  ait  des  racines  distinctes.  Mais  le  début 
du  raisonnement  est  toujours  applicable,  les  nombres  ).;t  sont 
encore  des  racines  de  l'équation  en  A,  et  les  termes  de  la  colonne 
correspondante  d*;  P  sont  donnés,  avec  phis  ou  moins  d'indéter- 
mination, par  un  des  systèmes  (3  bis).  Dans  tous  les  cas  on  peut 
affirmer  que  :  X/^  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des 
ternies  a^  de  la  /,'«""=  colonne  de  P  et  des  termes  de  A.  Chaque 
fois  qu'un  tableau  sera  mis  sous  la  forme  précédente,  nous  dirons 
que  [À,,  Ao)  •••?  >'v/]  est  son  tableau  canonique  et  P  son  opéra- 
teur. Le  tableau  canonique  est  toujours  déterminé,  l'opérateur 
est  plus  ou  moins  indéterminé  (*);  il  Test  même  complètement  si 
tous  les  A  sont  égaux.  On  a,  en  effet,  quel  que  soit  P, 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  rechercher  des  ensembles 
abéliens.  H  suffit  de  généraliser  la  propriété  énoncée  pour  les 
tableaux  canoniques  :  si  un  ensemble  abélien  de  tableaux  ren- 
ferme un  tableau  A  dont  l'équation  en  A  est  à  racines  dis- 
tinctes (tableau  canonique  à  termes  distincts),  tous  les  autres 
tableaux  de  l'ensemble  ont  même  opérateur  que  A. 

Soit,  en  effet,  X  un  tableau  de  lensemble,  on  doit  avoir 

AX  =  XA         ou         A  =  XAX-i. 

Mais  si  A  a  pour  tableau  canonique  E  et  pour  opérateur  P,  on  peut 
écrire  l'égalité  précédente 

A  =  XPEP-'X-' =  rxP)  X  E  X  (XPr', 

ce  qui  montre  rpie  XP  est  un  opérateur  de  A,  il  ne  peut  différer 

(')  Cette  indcleiinination  peut  encore  se  traduire  par  un  produit  prés  à  droite 
par  un  tableau  S,  ce  tableau  étant  le  plus  général  avec  lequel  le  tableau  cano- 
nique E  soit  permutable.  On  peut,  en  elTet,  écrire  alors  : 

PEI'-'=  PSx  E  X  S   'P-'  =  PS  X  E  X  (PS)-', 
car 

SES-'=  ESS-'=E. 


lo  niAiMTKi:  I. 

«Il-   P  oiif    |»;ir  le  produit    ;i    «Iroih'    ji.ir   un    laljlcaii   canonique   E'. 

l)onc 

\1'  =  i'K  on         X  r-_  VEV   1. 

Un  tel  ensemble  peut  nnlammcnl  contenir  lous  les  syslèmes  simples 
(opéraleurfuiclconque)  ;  les  opéralions  surses  lahlcaux  se  réduisent 
à  celles  sur  leurs  tableaux  canoniques.  La  condition  imposée  dans 
le  lliéorème  esl  peu  restrictive,  elle  (-onduil  à  une  catégorie  assez 
générale  (rensc'uibles  abéliens,  (pii  nous  sul'fir;i  par  la  suite. 

Formes  décomposables  et  équivalence. 

Toutes  les  définitions  cl  propriétés  énoncées  jusqu'ici  s'ap- 
iilicpu'iil  indiUéreniiucnl  aux  lahleauxà  ternies  fpielconques.  Nous 
aurons  surtout  à  nous  occuper  des  tableaux,  tels  qu'à  toute 
colonne  formée  de  termes  imaginaires  corresponde  une  colonne 
formée  des  termes  imaginaires  conjugués  ;  nous  les  appellerons 
semi-réels.  Nous  désignerons  par  /•  le  nombre  de  ctdonnes  réelles 
et  par  s  le  nombre  de  couples  de  colonnes  imaginaires  conjuguées 
(;•  -|-  25  =  n,  r  ou  s  pouvant  élre  nul). 

()n  peut,  en  particulier,  toujours  mettre  sous  cette  forme  l'opé- 
rateur d'un  tableau  à  ternies  réels  ;  les  colonnes  réelles  corres- 
pondant aux  racines  réelles  de  l'équation  en  a,  les  couples  de 
colonnes  imaginaires  conjuguées  aux  couples  de  racines  imagi- 
naires conjuguées.  Un  tel  opérateur  P  est  encore  défini,  à  un 
produit  |)rès.  à  droite  par  un  tableau  canonique  E,  mais  E  doit 
comprerjdre  /■  termes  réels  et  s  couples  de  termes  imaginaires  con- 
jugués, le  rang  de  ces  termes  étant  le  même  que  celui  des  colonnes 
imaginaires  de  P.  Pour  abréger,  nous  dirons  que  le  produit  ;i  droite 
dun  tableau  P  par  un  tableau  canonique  E  qui  lui  correspond 
ainsi  est  une  dilatation. 

Les  formes  linéaires  du  système  associé  à  un  tableau  semi-réel 
A  se  répartissent  en  /•  réels,  ;, ,  Çj,  ....  Çr  et  5  couples  imaginaires 
conjugués,  T,,,T,,,  f,j,7^,  ....  ■f,s'r,s-  Leur  produit 

*(  J-,.  Xj, Xn)  =1    I    {a\  J-,—  rti-ri-^-  •  •  -*-  (i'n^n) 

I-  1 

est  une  forme  homogène  de  degré  /?,  décomposable.  à  coefficients 
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réels.  Nous  dirons  encore  que  <ï>  est  associée  à  A;  mais  récipro- 
quement, si  Ton  se  donne  une  telle  lorme  ^,  les  formes  linéaires 
dont  elle  est  le  produit  n'étant  définies  respectivement  qu'à  des 
facteurs  près  (réels  pour  les  q,,  imaginaires  conjugués  pour  les  r,y, 
r^j),  le  tableau  semi-réel^  auquel  <I>  est  associée^  n'est  défini 
(juà  une  dilatation  près  de  déterminant  i. 
On  peut  encore  associer  à  A  la  fonction 

¥{xi,x.2,  ...,xn)  =/(À,|ç(|.  f^yl'iyl). 

y  étant  une  fonction  homogène  de  r -\- s  variables  et  ).,,  uy  des 
paramètres  positifs.  L'un  des  avantages  (')  d'une  telle  fonction, 
comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  est  que  le  tableau  auquel  elle 
est  associée  n'est  défini  qu'à  une  dilatation  près.  C'est  Hermite 
[Journal  de  Crelle^  t.  XLl)  qui,  le  premier;,  utilisa  une  telle 
fonction;  il  prenait  pour^  une  somme  de  carrés  et  Fêtait  par  suite 
une  forme  quadratique  définie 


I  =  n 


F  ( a^i ,  a-, ,  . . . ,  ^-/i  )  =  2  >^/  I  ?/ 1 -  -^ 2  ^'j  '''J '''J' 


i=l  7=1 


De  même  que  pour  lesvslème  de  formes,  la  forme  décomposable 
ou  la  fonction  d'Hermite  associée  au  tableau  A  x  B  se  déduit  par 
la  substitution  A  de  la  forme  ou  de  la  fonction  associée  à  B.  Par 
suite,  au  point  de  vue  de  l'étude  arithmétique  des  formes  décom- 
posables.  il  peut  y  avoir  intérêt  à  considérer  les  substitutions  S  qui 
remplacent  tout  système  de  nombres  entiers  pour  les  x  |)ar  un 
système  de  nombres  entiers  pour  les  ç  et  réciproquement.  Pour 


(')  Pour  plus  de  détails  sur  l'utilité  de  cette  fonction,  voir  le  Chapitre  IV.  A 
un  autre  point  de  vue,  on  pourrait  encore  associer  à  A  la  forme  bilinéaire 

^ajx,  Vf, 

qui  devient  une  forme  quadratique  si,  A  étant  symétrique,  on  fait  x^^  y-.  Si  A 
est  symétrique  gauche  d'ordre  pair,  on  peut  lui  associer  de  même  un  complexe 
linéaire  de  droites.  Pour  ces  différents  cas,  il  y  aurait  lieu  de  définir  le  tableau 
symétrique  S,  d'un  tableau  S  (déduit  par  changement  de  lignes  en  colonnes). 
L'effet  d'une  substitution  linéaire  S  est  alors  de  remplacer  A  par  SAS,.  Je  renvoie 
pour  ce  sujet  aux  Traités  sur  les  invariants,  par  exemple  V Encyclopédie,  t.  I, 
vol.  II,  article  de  Meyer  et  Drach. 
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ci'lii,  il  fiiiil  l'I  il  siiflil  ('  )  (|iif  ï  <'l  ^~*  soient  à  Icnnes  cnliers,  ou 
eiicort;  (|iic  ï  soit  a  tcrnirs  rn/ir/s  ri  \{  ï)  r^'v//  à  zh  \  . 

Un  Ici  La|jl(;;m  tisL  dil  nniniodalaive^  et  plus  parlicnilièreinenl 
niodulairi'  si  A('ï)=  t-i.  lJ"a|)rL'S  ce  que  nous  venons  de  dire, 
l'inverse  diiM  liiitic.m  miiiiHidnliiire  est  encore  uniiiiodidaire  ;  il 
en  est  (!n((Mc  d(!  um'-mk'  du  pioduil  de  plusieurs  lahiraux  uninio- 
didaires. 

heux  tahlcaiix  \  el  V>  sont  dits  rtfunalents  si  A  est  \c  produit 
à  '^(uiilic  <li'  W  /Hir  un  tableau  unimodulaiie 

A  =  S  X  B.  A(lj  ==d=i 

(on  dit  propreinctil  »'quivalent  si  S  est  modulaire);  cette  notion 
d'é{niival('nce(-)  est  eu  somme  transportée  de  la  th('orie  des  formes  : 
suivant  une  locution  déjà  ancienne  (elle  remonte  à  Gauss,  pour  les 
formes  binaires  quadratiques)  les  formes  décomposables  associées 
à  A  el  B  sont  dites  arithmétiquement  équivalentes;  elles  en- 
gendrent, à  l'ordre  près,  les  mêmes  enseiidjles  de  valeurs  quand  on 
remplace  les  variables  par  tous  les  systèmes  de  n  entiers.  C'est 
Heruiile  qui,  dans  son  célèbre  Mémoire  sur  la  transformation  des 
fonctions  abéliennes,  étendit  la  notion  aux  tableaux  et  aux  substi- 
tutions; nous  en  trouverons  d'autres  raisons  d  être  aux  Chapitres 
suivants. 

L'équivalence  est  réciproque,  A  =  SB  entraîne  en  elTet  B=  S~'  A 
etS~'  est  également  unimodulaire.  En  outre,  deux  tableaux  équi- 
valents à  un  troisième  sont  équivalents  entre  eux;  car 

15  =  1  A 

entraîne  B  — XS'   'C. 

C  =  :s'A 


(')  Il  suffit  évidemment  que  2  et  £~'  soient  à  termes  entiers,  on  constate  que 
cela  est  nécessaire  en  considérant  les  systèmes  d'entiers 

(  I,  o,   . . . ,  o),       (o,   I,  O,   .  .  .  ,  ()) 

D'autre  part  A(2)  et  - — —  devant  èire  entiers,   il  faut  A(l)  =±i,   mais  alors, 
A  (  —  ) 

d'après  la  formation  des  termes  de  S~',  on  voit  qu'ils  sont  entiers  si  ceux  de  S 
le  sont. 

(-)  Pour  la  notion  d'équivalence,  il  y  a  la  même  ambiguïté  que  pour  la  défini- 
tion du  produit  el  l'association  d'un  système  de  formes  à  un  tableau.  Dans  le 
Mémoire  d'Hermite,  la  multiplication  par  S  est  à  droite;  pour  d'autres  points  de 
vue  (formes  bilinéaires,  reclicrclies  de  M.  Jordan),  on  peut  envisager  le  produit 
par  des  tableauv  unimodulaircs,  simultanément  à  droite  et  à  gauche  il  Ail  . 
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L'ensemble  des  lahleaux  équivalents  à  un  tableau  donné,  est  dit, 
toujours  suivant  une  locution  de  la  théorie  des  formes,  un  système 
de  lableaux,  deux  éléments  de  ce  système  sont  équivalents;  ou, 
encore,  il  peut  être  engendré  à  partir  de  l'un  quelconque  de  ses 
éléments.  On  dit  que  ce  système  est  une  classe,  si  l'on  se  borne  à 
ré(juivalence  propre. 

Langage  géométrique. 

Pour  simplifier,  ou  pour  illustrer  certains  énoncés  ou  démonstra- 
tions, il  peut  être  commode  d'employer  un  langage  géométrique. 
On  dit  alors  qu'un  système  de  n  nombres  réels  /?,,  />o,  ...,pn 
représente  un  point  p  de  r espace  à  n  dùniensions  (  '  )  ;  les  nombres 
sont  les  coordonnées  du  point.  Nous  étendrons  aussi  ce  langage, 
au  cas  où  parmi  les  nombres/),,  /■  seulement  sont  réels,  et  2  5  ima- 
ginaires conjugués  deux  à  deux.  A  l'instar  des  tableaux,  nous 
dirons  que  V espace  est  alors  semi-réel. 

Nous  pourrions  interpréter  une  substitution  linéaire,  soit  comme 
une  correspondance  entre  points  d'un  même  espace,  soit,  et  c'est 
toujours  à  ce  dernier  point  de  vue  que  nous  nous  placerons,  comme 
un  changement  de  coordonnées,  sans  changement  d'origine.  D'une 
façon  précise,  étant  donné  un  point  p(/?),  p-j,  ....  />//)  et  un 
tableau  T,  nous  appellerons  coordonnées  relatives  de  p  par 
rapport  à  T,  les  nombres  x^,  x-^-,  •  •  •.  -^n  définis  par 

\\  Pi    Pi     ...    pn  II  =  Il  ^1     x-i     ...     Xn  II  y  T; 

les  nombres/),  auxquels  nous  attacherons  plus  d'importance,  seront 
dits,  par  opposition,  coordonnées  absolues.  On  peut  faire  à  ce 
sujet  plusieurs  remarques  :  d'abord  l'origine,  c'est-à-dire  le  point 
(o,  o,  . . .,  o),  conserve  les  mêmes  coordonnées  ;  ensuite  les  lignes 
de  T  sont  formées  par  les  coordonnées  absolues  des  points  dont 
les  coordonnées  relatives  sont  respectivement 

rijO,  .  .  .,  o),      (o,  I,  o,  ,.  .,0),      ...,     (0,0,. ..,1). 

(')  Ce  langage  est  très  courant  en  analyse  et  théorie  des  ensembles  et  des  fonc- 
tions. Pour  les  mêmes  raisons  que  pour  les  tableaux,  il  m'a  paru  utile  de  fixer 
ici  les  notations  employées  dans  la  suite  de  ces  leçons.  Je  signale  qu'on  peut  envi- 
sager aussi  p^,  p^,  ..../?„  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  d'un 
espace  à  n — 1  dimensions  ou  encore  comme  les  projections  d'un  vecteur  libre. 
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I'!n  se  |tl;i«;iriL  |i;ir  cxciiiiili-.  ilutis  le  cas  de  trois  dimensions  et  en 
Mi|»|io>;inl  l'espace  réel  ain-^i  (|m'  lis  leiines  <le  1  ,  ces  points  sont 
>iir  les  nouveaux  axes  de  coordorjnt'-es.  Poiir  avoii-  nn  \érital)le 
elian^enieiit  de  c<»ordonn«'(;s.  au  sens  liahiluel  du  mol,  il  faudrait 
(piils  lusNcnl  à  dislance  i  de  I  origine.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on 
peut  considtMcr  (pie  le  changement  de  eoord(jiinées  a  été  eomhin»'; 
avec  le  choix  d'une  unité  de  lonj,Mieur  particulière  sur  chaque  axe. 
ilnlin  une  deinière  remarque  essentielle  :  si  l'espace  est  semi-réel, 
eu  picnant  pour  T  un  tableau  de  /*  colonnes  réelles  et  25  imagi- 
naires coniii^ué-es.  ranj;(''es  dans  le  même  ordre  que  les  coordonnées 
absolues,  chacpic  point  aura  par  rapport  àT  des  coordonnées  icla- 
fiit'.s  rérlli's.  ()n  pourra,  en  particulier,  choisir-  T  de  façon  (pu- 
ces coordonnées  relatives  soient  formées  des  coordonnées  réelles 
et  des  parties  réelles  et  imaginaires  des  autres.  Ainsi 


P\     Pi-^iPi    p-2—iPi\\  =  \\p\    Pi    Pi 


I  o 


Va\  adoptant  une  définilion  de  la  théorie  des  vecteurs,  nous  appel- 
lerons 50/«/n<?  ^V  différence  de  deux  points  (/>, />,/),  (//, 7,,) 

les  points  (/>,  4- 7, .  ..., />« -h  7«),  {p\  — q i-,  •  ■ -,  pu—  ^n)-  C'est 
une  notion  invariante  pour  les  changements  de  coordonnées  envi- 
sagés; ou  voit,  |)our  cette  invariance,  la  nécessité  de  ne  point 
changer  d  origine. 

Enlin,  eu  étendant  I?  notion  d  équation  de  plan  et  d  équations 
de  droite  de  l'esjjace  à  trois  dimensions,  nous  appellerons  sous- 
espace  linéaire  de  dimension  m.  (m  <i  n)  l'ensemble  des  points 
vérifiant  les  n  —  ni  équations 


»,  /),  -f-  llj  p.,-Jr-...-h  II,  pn  =  <•/ 


(1  =  1,2, 


.  n  —  //!  )  : 


les  premiers  membres  sont  des  formes  linéaires  indépendantes,  en 
outre  les  coefficients  des  coordonnées  imaginaires  conjuguées  sont 
aussi  imaginaires  conjugués;  nous  continuerons  d'appeler  ^^Z/'oZ/e  (') 
un  sous-espace  de  dimension  1 .  La  définition  des  sous-espaces  est 
indépendante  des  coordonnées  choisies,  absolues  ou  relatives;  en 


(')  M.  Miukowski   appelle  également  plan  un  sous-espace  linéaire  de  dimen- 
sion //  —  I. 
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passant  clim  système  à  raulre,  les  coefficients  des  cqualioiis  se 
transforment  par  une  substitution  liée  (')  simplement  à  T.  La 
solution  i^énérale  des  équations  dépend  de  m  paramètres  arbitraires 
et  s'exprime  au  moyen  d'une  solution  particulière  quelconque 
(ro,,  TïJo,  ...,  TTs„)  et  d<;  ///  solutions  des  équations  sans  deuxièmes 
membres  quelconques,  mais  indépendantes^  c'est-à-dire  telles  que 
la  matrice  (|u'clles  forment 


I\I  = 


de  tjpe  (/;?,  n),  soit  de  rang  ni.  Les  solutions  sont  alors 

W  P\      Pi       ■  ■  ■      Pn   II  =  Il   ^1      ra.       ...       Wn  II  -4-  Il   /-i       r-i       ... 


r,n  II  >'  M. 


Les  nombres  /•  sont  des  indéterminées  réelles  (-),  en  outre  chaque 
solution  n'est  ainsi  exprimée  qu'une  fois,  de  sorte  que  l'on  peut 
appeler  les  ;*,  coordonnées  du  point  dans  le  sous-espace,  rela- 
tives à  l'origine  (tu,,  too,  ...,  rs^)  et  à  la  matrice  M;  les  /•  sont 
récipioquement  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m  diffé- 
rences Pi  —  rrj/  convenablement  clioisies  (correspondant  à  un 
mineur  non  nul  de  M). 

Dans  le  cas  où  le  sous-espace  passe  par  l'origine,  on  peut  sup- 
])Oser 


TTTj  ^  7TJ2 


=:   7ÎT„  =  G 


et  M  que  nous  appellerons  matrice  du  sous-espace  ('')  est  formé 
par  m  points  du  sous-espace.  On  peut  traduire  le  fait  que  M  est  de 
rang  jyi  en  disant  que  les  m  points  n'appartiennent  pas  à  un  sous- 
espace  de  rang  inférieur  (s'il  en  était  ainsi,  ils  vérifieraient  en  effet 
plus  de  n  —  m  relations  et  le  rang  de  leur  matrice  serait  inférieur 


(')  C'est  la  subslilution  associée  à  (T,  )-'  {voir  une  précédente  Note);  on  la 
désigne,  dans  la  théorie  des  invariants,  sous  le  nom  de  substitution  contravariante 
de  T. 

(-)  Cette  condition  de  réalité  résulte  de  ce  que  l'espace  est  semi-réel;  aux  co- 
lonnes réelles  fie  la  matrice  doivent  correspondre  des  p  réels,  aux  colonnes  ima- 
ginaires conjuguées  des  p  imaginaires  conjugués.  En  rapprochant  ceci  d'une 
remarque  précédente,  on  voit  que  la  notion  d'espace  semi-réel  n'est  en  somme 
qu'une  représentation  non  enlièrement  réelle  d'un  espace  réel. 

(^)  Dans  le  cas  général,  M  serait,  en  quelque  sorte,  formé  par  m  directions 
indépendantes  du  sous-espace. 
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;i  ///.  I.;i  (loijiu'r  ile-^  ('•(|ii;ili(»ns  jifiM  êire  rem[)lacée  par  celle 
«riiii  If]  >vsl»iiit'  (le  ///  |i<»iiiîs:  il  V  a  en  oiilrc  iidc  assez  «grande 
lalilinlc  dans  ce  ('iKiix,  cl  Idri  |)tnil,  en  pailiciilier,  choisir  ces  ni 
poiiils  dans  un  enscinhlc  donné  (i  priori  dont  les  points  appai- 
liennent  an  sous-espace,  mais  n'apparliennent  pas  à  un  sous-espace 
(le  dimension  iiioindic.  (  )ii  choisira  pour  cela  un  premier  point  a,  de 
rcn>einljle,  dillVrcnl  de  «»  ;  ensuite  un  deuxième  point  de  l'en- 
seinhlc  a^  non  silui-  dans  le  sous-espace  à  une  dimension  d»'-lini 
itai'  n  cl  A,  :  ensuite  un  point  A3,  non  situe  ilaiis  le  sous-espace  à 
deux  dimensions  dclini  par  o,  a,,  Ao  :  ••••  l^our  passer  d'un  tel 
système  ilc  ni  points  à  un  système  de  /i  —  m  écpialions,  (jui  sont 
alors  homogènes,  il  suffit  de  prendre  pour  coefficients  de  ces  équa- 
tions  /i  —  ///  solutions  indé|)cndantes  du  système 

«'1  J'|->-  ai.ri-^- .  --r-  a'„y„=  o  i  i  =  ],■>.....,  m  j; 

fi\,  ....  a\i  étant  les  coordonnées  de  a/ 

Considérons  encore  le  cas  d'une  droite  f|uelconf|ue.  11  suffit 
alors  de  se  donner  deux  points  distincts  a(«,,  «,.  ....  (/„)  et 
^^{0^,  62,  ...,  bu)  (coordonnées  absolues  ou  relatives);  un  point 
quelconque  m  de  la  droite  a  alors  pour  coordonnées  (absolues  ou 
relatives) 

3'  I  =    >  X*  =   >  •  ■  •  ■>  X,,  =    } 


l  étant  une  variable  réelle.  On  voit  que,  /  varjanl  continûment 
de  o  à  oc,  le  point  m  se  déplace  de  a  à  b,  sans  aller  à  l'infini.  Pour 
cette  raison,  nous  dirons  que  les  points  correspondants  à  ces 
valeurs  de  t  forment  le  serment  (')  ab. 

Distance  généralisée. 

Kn  étendant  à  l'espace  réel  à  n  dimensions  des  résultats  obtenus 
i^éométricpienient  j)onr  l'espace  à  trois,  on  peut  encore  appeler 
distance  de  deux  points  l'expression 

(')  M.  Miiikowslvi  étend  celle  définitioii  au  cas  des  sous-espaces  quelconques, 
on  ol)iieiit  aK>rs  ce  qu'il  appelle  des  cellules. 
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OU  plus  généralemenl,  en  ne  supposant  pas  les  axes  rectangulaires 

F  étant  une  forme  quadratique  définie  positive.  Mais  il  n'est  pas 
toujours  nécessaire  d'employer  cette  fonction  précise  et  notamment 
pour  les  questions  de  voisinage,  on  peut  utiliser  une  fonction  des 
diflérences  des  coordonnées  simplement  assujettie  à  devenir  infi- 
niment petite  en  même  temps  que  ces  diflérences.  Pour  se  rappro- 
cher plus  de  la  notion  de  distance  géométrique,  on  peut  en  outre 
s'imposer  que  cette  fonction  soit  indépendante  de  l'ordre  des  points, 
s'additionne  pour  des  segments  placés  bout  à  bout  sur  une  même 
droite  et  enfin  conserve  la  droite  comme  plus  court  chemin. 

On  est  ainsi  conduit  aux  conditions  énoncées  (')  par  M.  Min- 
kowski  dans  sa  Géométrie  der  Zahleii  et  que  je  cite,  d'après  lui, 
avec  quelques  restrictions  afin  de  comprendre  le  cas  d'un  espace 
semi-réel  :  on  appelle  distance  généralisée  de  deux  points  a,  b, 
une  fonction  des  différences  des  coordonnées  des  points 

S(AB)=/(a,— S,), 

cette  fonction  étant  ree//e,  définie  pour  deux  points  quelconques 
de  V espace  considéré  et  telle  que 

(/(u/)>o, 

(  y  =  o         entraînant         «;  =  o, 

(2)    f(lui)  =  \\\f{Ui)         (À  réel), 
[    (3)    fiu,-^çi)-^f{ut)-^f{^--i). 

La  condition  (2)  entraîne  immédiatement  l'égalité  (-) 

S(ab)-+-S(bc)  =  S(ac) 
(b  sur  le  segment  ac); 


(')  Les  définitions  et  énfincés  de  ia  fin  de  ce  Chapitre  sont  empruntées,  bien 
entendu,  à  la  Géométrie  der  Zahlen  ou   aux  Diophantisctie  Approximationen. 

(^)  Je  ne  me  suis  pas  cru  tenu  de  traduire  rigoureusement  l'expression  de 
M.  Minkowski  :  Stràlildistanz.  De  même,  les  conditions  données  par  lui  sont 
moins  restrictives  en  général  ;  il  distingue  notamment  la  Stràhldistanz,  les 
Stràlildistanz  einhellig,  wecliselseitig,  ou  les  deux,  suivant  qu'elle  vérifie  les 
propriétés  (i  —  :>  pour  ).  >  o)  ;  {i  —  ■'.  pour  >>  >  o  —  3)  ;  (i  —  a)  ;  (i  —  2  —  3). 

C.  2 
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CM  rUrl  II'-»  I  (jr)r(lnnn('('s  (le  a,  r.  n  rlimt  icspcclixomonl 
on   ;i.  <r;i[»ir^  (  :>.  )  ;i|)|)li(|ii(''('  iiii  cas  y.  ]>  •», 

S(ab)  -f-  S(;i«c;  =/(■;,—  7.i)  =  S(ac): 
la  luènie  ("Oiulilion  (:>),  où  l'on  fiiil  ).  =  —  i.  enliaine 

S(ab)  =  S(b\). 

Ijilin  hi  ((iinlilion  (.5  )  peut  s'ccrirc 

'  S(ab) -f- Sf  Bc;^  S(ac), 

sous  celte  forme,  c'est  rinégulih-  connue  entre  les  Irois  côtés  d'un 
triangle  qui  entraîne  la  propriété  du  plus  court  clieniin. 

Si  1  ou  lait  un  changement  de  coordonnées,  la  foncliony  devient 
une  fonction  o  des  dillérences  H/  des  coordonnées  relatives;  les  i/ 
étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  ç,  'S>  vérilie  le- 
mèmes  conditions  (pie  /;  celte  remarque  permet  de  supposer, 
dans  les  applications  de  la  dislance  généralisée,  sinon  l'espace 
réel,  au  moins  les  coordonnées  de  chaque  point  toutes  réelles. 

Appliquons  notamment  ceci  à  la  continuité  de  /.  On  a,  en  sup- 
posant les  u  réels,  la  suite  d'inégalités 

/(  »,,  u-,.  ...,  «„)^/(U|,  o,  ..  .,o)  4-/(0,  Ui,  ....  o;  — ...— /(o,  o,  ....  Un) 

^(|"l|  +  |«2|+-..-^|"/ï|jIv, 

K  étant  un  nombre  supérieur  à  tous  les  nombres  /(i.  o o), 

/{O,  I ,  . . .,  o).  . . .,  /(o,  o,  ....  I  ).  Ceci  montre  bien  cpion  j)eut 
obtenir  (')  une  limitation  supérieure  donnée  de  f  en  limitant  convc- 
nal)lemenl  les]  //|.  Si  les  a  n'étaient  que  des  coordonnées  relatives, 
leur  limitation  supérieure  pourrait  être  obtenue  en  limitant  con- 
venablement les  coordonnées  absolues.  La  réciproque  est  également 

(')  On  conipyre  en  somme  la  distance  généralisée  de  a  à  b  à  la  somme  des 
dislances  des  segments  du  contour  des  coordonnées  de  a  à  B. 
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exacle,  on  peut  obtenir  une  limiialion  supérieure  donnée  des  |  n  \ 
par  une  limiialion  convenable  de  /.  En  eiret,  considérons  les 
valeurs  de  a  telles  que  |  </i  |'--i-  |  //o  j-+  . . .  +  |  ?/,, |-=  i,  ces  valeurs 
sont  des  fonctions  continues  de  n  —  i  variables;  f  est  une  fonc- 
tion couiinuc,  définie  et  positive  des  mêmes  variables,  elle  a  un 
minimum  g  qu'elle  atteint  et  qui,  par  conséquent,  n'est  pas  nul. 
Mais  alors  il  suflil  de  prendre  /'  inférieur  à  i' î  pour  pouvoir  affirmer 
que  les  \u\  ne  dépassent  pas  t.  Car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  le 
nombre  p  tel  que 

l«l  l2-HlM2|--t-...-i-U<,,  |2=  p2 


serait  supérieur  ou  égal  à  s;   mais  d'après  ce  qui  a  été  dit,y"( -^) 

devrait  être  au  moins  égal  à  g^  ^onç.  fi^ui)  au  moins  égal  à  og  et  a 
fortiori  à  tg^  ce  qui  est  absurde.  On  peut  encore  traduire  ces  deux 
propriétés  en  disant  que  :  Etant  données  deux  distances  généra- 
lisées^ toute  limite  supérieure  pour  V une  entraine  une  limite 
supéjieure  pour  l'autie,  et  réciproquement. 

Exemples  de  distances.  —  Nous  avons  obtenu  les  conditions  (5) 
en  traduisant  algébriquement  certaines  propriétés  de  la  distance 
géométrique.  L'expression  analytique  de  cette  dislance  vérifie 
évidemment  ces  conditions  (5);  il  en  est  de  même  de  son  exten- 
sion immédiate  à  l'espace  semi-réel  général 

la  somme  étant  seulement  étendue  aux  valeurs  absolues  des  coor- 
données. Les  deux  premières  propriétés  sont  immédiates,  on 
vérifiera  la  troisième  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de 
rinégalité  et  elfectuant  les  réductions.  On  a  un  autre  exemple  de 
dislance  en  prenant  S(ab)  égal  au  maximum  des  valeurs  absolues 
des  différences  de  coordonnées 

f{  Ui)  =  maximum  de  (|  «,  |,  |  u-i  \,  ...)'. 

ici  encore  la  vérification  est  immédiate  et  résulte  de  la  propriété 
bien  connue  de  la  valeur  absolue  d'une  somme.  Cette  distance 
est  appelée  spanne  (')   par  Minkovsski  et  distance  réduite   par 

(')   La  traduction  littérale  du   mot  allemand  serait  einpaii  ou   longueur  de  la 
main  ouverte  du  pouce  à  l'index. 


QO  CIIAl'ITnK    I. 

l.Taiincrv.  Ciloiis  encore  Vrcart  (')  de  M.  Jordan,  somme  des 
viileiirs  ahsoliics  des  diflérences  des  coordonnées 

En  Miirl.iiil  (le  ees  exemples,  on  peut  oljleiilr  (ranlres  dislances 
L'énérallsées.  Heni;ir(|iions  (|iie,  pour  chacun  d'eux,  la  dislance  est 
senlemenl  loncliun  des  valenis  absolues  des  difTérences  des  coor- 
données 

/("/)  =  ?(:  S/ h  \nj\h 

;,,  ;.j ;,.  élanl  les  didérences  réelles  el  r,,,  7;,.  ...,  r,„  r^s  les  5- 

couples  de  différences  imaginaires  conjuguées.  D'une  part,  rempla- 
çons 1;/|  cl  |r.y|  par  A,|;,|,  'J-j\-rjl  les  A  el  les  u  élanl  r -{- s  con- 
stantes posilives  données.  D'autre  part,  faisons  un  changement  de 
coordonnées 

il  H,      ...      //„  Il  =  Il  .r,      ...     a-n  11  X  A.  \(X)^o, 

\  élanl  choisi  de  façon  que  les  x  soient  réels.  En  considérant 
dans  es  les  ç  el  les  v;  comme  des  formes  linéaires  des  j?,  on  obtient 
ainsi  une  fonction  d"e  n  variables  réelles 

(6)  F(ar,,.r2,  ...,x„)  =  o(X,|^,|.  !^7>iyl) 

qui  vérifie  encore  les  conditions  imposées.  Elle  est  réelle,  positive 
et  définie  pour  tout  système  de  valeurs  des  x,  car  à  ce  système 
correspond  dans  y  des  valeurs  des  u, 

(pii  ap})arlieiinenl  l)ien  à  l'espace  considéré.  D'autre  pari./  ne  peut 
s'annuler  que  si  toutes  les  valeurs  précédentes  et,  par  suite,  les  x 
sont  nuls  [puisque  A(A)^o];  l'homogénéité  et  le  degré  se  con- 
servent évidemment.  Enfin,  si   l'on    remplace   Xî  par  Xi-^  x-,  on 


(-)  Ces  Jeux  exemples  pourraient  èlre  considérés  comme  des  cas  parliculiers 
de 

/(«.)  =  [SI  «,!"]<-, 

le  premier  pour  w  infini,  le  deuxième  pour  w  =  i.  L'expression  générale  est  aussi 
une  dislance  généralisée  pour  u)>i,  mais  la  vérification  en  est  plus  malaisée. 
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remplace  |i;u'ce  fail)./^/  parÀ/(;/-l-  =))  el  ayOy.  [J-y^y  p^r  ;J-y(Tj;4-Tiy), 
l^y(Â>-HÂj^  et,  par  cousécpicnt,  dansy".  ///  pat-  //,-|-  ii'-;  la  troisième 
condilion.  est  aussi  vérifiée.  Nous  avons  déjà  signalé  l'avantage 
qu'il  pouvait  y  avoir  à  associer  à  un  tableau  une  fonction  de  la 
forme  (6),  nous  verrons  plus  tard  pourquoi  lui  imposer  les  condi- 
tions (5).  Pour  le  premier  exemple,  celle  fonction  de\  ient  la  racine 
carrée  de  lu  forme  (juadralique  d'Hermite 

{6  bis)  F(a"i,  Xo,  ...,Xn)=^  [iX;-  u  -4-  S  ,u;  rijrj]-  ; 

nous  utiliserons,  de  préférence,  le  deuxième  exemple  que  nous 
appellerons  la  spanne  à  r -{- s  paramètres,  ou  plus  simplement  la 
spanne,  quand  il  n'y  aura  pas  ambiguïté 

■(6  (er)  F(ari,  r2,  .  . .,  ^„)  =  maximum  (X/(  ;,  [,  ixj\  fiy  j). 

Corps  caractéristique.  —  En  se  plaçant  pour  fixer  les  idées 
dans  l'espace  réel  à  trois  dimensions,  la  dislance  généralisée  est, 
pour  des  segments  parallèles  entre  eux,  proporlionnelle  à  leur 
longueur.  L'adoption  de  cette  dislance  revient  donc  à  choisir  pour 
chaque  direction  de  droite,  une  unité  de  longueur  particulière  ('); 
de  sorte  que,  pour  caractériser  une  distance  déterminée,  on  peut 
nTcner,  par  l'origine,  des  segments  om  égaux  à  l'unité  de  longueur 
pour  leur  direction.  Le  lieu  de  ces  segments  forme  un  corps  ou 
volume  et  le  lieu  des  points  m,  qui  sont  à  une  distance  i  de  o,  la 
surface  frontière  de  ce  corps;  nous  les  apjiellerons,  suivant 
M.  Minkovvski,  corps  et  surface  caractéristicjue  de  la  distance 
envisagée.  Leur  définition  s'étend  sans  difficulté  à  Tespace  à 
n  dimensions  même  semi-réel,  ce  sont  respeclivement les  ensembles 
cle  points  m  tels  que 

S(om)^i         et        S(om)  =  i. 

D'après  les  propriétés  de  continuité  de  S,  le  premier  de  ces 
ensembles  est  un  domaine.,  en  ce  sens  que  si  un  point  a  en  fait 
partie,  égalité  exclue,  tout  point  infiniment  voisin  de  a  (différences 
des  coordonnées  inférieures,  en  valeur  absolue,  à  s  suffisamment 
petit)  est  encore  intérieur  au   sens  étroit;  ceci   en   raison  de  la 


(')  On   pourrait  comparer   ceci   aux  corps   cristallisés  où    les   propriétés   sont 
variables  avec  les  directions. 
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Cdiiliiinilt'  (If  l;i  ilixhmcr  -('•in'i  ;ili>('c  ;  en  «mire,  //  csl  hornc,  une 
liiiillatioii  (le  S(om)  enliaîiiaiil  une  liiuilalion  de  la  sparine.  La 
suifaci' caraclriisliriuc  esl  ht  J'roitliiir  du  corps  ('  I,  car  e'esl  reii- 
srnihlc  <lrs  poiuls  liinilc-ià  la  fois  pour  rcnsciuble  ri  pour  I  ensemble 
(-oru|>li'Mi«'iil;iii  (-. 

pour  lr()u\<'r  ee>  premiers  résultais,  nous  n'avons  ulili>é  <pie  la 
première  |>ropriélé  (:i)  et  la  c<mtinuilé  (le/.  On  peut  aus-i  traduire 
eu  pioprit'lés  géomélri(pies  du  eorjis  earacléi  i-liipie  les  deux  der- 
uières  <<uuliti()us.  La  deuxième  eoiidilion  |)Our  A  := — i  peut 
s'i'iioiicer  eu  disant  (pie  le  eor|)S  et  la  sui-face  sont  symétri«jucs 
fxir  nij>i>(irl  à  lorigine,  c'est-à-dire  renferment  à  la  fois 
(j7,,  a.j,  ...,  J-„)  et  (  —  J7,,  — x.j,  ...,  — Xn)-  Enfin  les  condi- 
tions (.i  )  pour  À  >»  o  et  (3)  entraînent  <  e  fait  que  si  deux  j)oints  a,  d 
sont  dans  le  corps,  tout  point  du  segment  ab  est  dans  le  corps  et 
même,  au  sens  ('•Iroil,  si  l'un  des  points  est  int(''iieur  au  sens 
élroil  (-).  C'est  ce  (pii  K'^uite  de  l'inégalité  (pour  /  >>  o) 


■NL  Minkowski  exprime  ce  l'ait  en  disant  que  le  corps  est  nulle 
peut  co/icave  (il  réserve  le  mot  convexe  pour  le  cas  plus  spécial 
où  aucun  segment  de  droite  n'est  situé  sur  la  surface).  Le  segment 
AB  étant  un  cas  particulier  d'un  chemin  continu,  le  corps  est  d'un 
seul  lenant  et  simplement  connexe.  Comme  exemples  de  corps 
caractéristiques  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  citons  :  la 
sp/tr/i'  pour  la  distance  ordinaire,  le  parcillélipipècle  pour  la 
spanne  {\x\,  \y\,  \z\)S\  et  Voctaèdre  j)our  Técart.  En  suppo- 
sant que  cet  espace  provient  par  changement  de  coordonnées 
de  l'espace  semi-réel  [x,  y'-\-iz,  y —  iz),  on  trouve  pour  corps 
caractéristiques  :  encore  la  sphère^  un  cylindre  circulaire 
ou  elliptique  limité  à  deux  bases,  K\x\^  y^  y- -r  ^"- )  =  i  ?  et  deux 
cônes  avant  leurs  sommets  sur  ox  et  une  même  base  dans  le  plan 
des  y,  z. 


(')  loir  sur  ces  notions  et  d'auires  analogues  de  la  tliéoric  des  ensembles,  par 
exemple  le  Cours  d'Analyse  de  .M.  Jordan. 

(')  Celle  propriété  est  susceptible  d'une  réciproque  facile  à  élablir  el  qu'il  ne 
m'a  pas  paru  utile  de  développer  ici. 
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l£nlin,  le  corps  caractéri.sli(|iie  |)eiit  èlrc  flrfini,  ainsi  c|uc  dans 
res[)ace  à  trois  dimensions,  comme  un  lieu  de  segments.  En  con- 
sidérant par  exemple  tous  les  points  \  dont  la  vraie  distance 
à  o  est  1  et  pour  chacun  de  ces  points  le  point  is, 

B  =  p.\,         -  =  S(oa); 

le  point  lî  est  sur  la  surface  caractéristique  et  le  segment  ob  inté- 
rieur au  corps.  Réciproquement,  on  constate,  sans  peine,  que  tout 
point  iutérieur  au  corps  appartient  à  un  tel  segment  et  à  un  seul. 
Celle  remarque  conduit  à  rexislence  du  volume  du  corps  caracté- 
ristique. On  appelle  ainsi  (t'o/r  Jordan)  rintégrale,  si  elle  existe, 

/  •  •  ■  /  dx\ ,  . . .,  dx,i^  élendiie  à  l'ensemble  des  points  du  corps. 

Dans  le  cas  où  certains  des  x  seraient  imaginaires,  on  ramène  au 
cas  réel  par  un  cliangemenl  de  variables  fait  en  appliquant  la  régie 
habituelle.  Ceci  fait,  un  nouveau  changement  de  variables  ramène 

à  l'intéçrale /i  —  i-itple    /  —zd'7   dont  l'existence  est  manifeste. 
^       J    n^ 

p  étant  continu;  di  représente  l'élément  d^aire  de  la  sphère 


Nous  avons  délini  le  corps  caractéristique  à  partir  de  l'origine 
et  du  nombre  i  ;  on  peut  de  même  définir  un  corps  r/(A)  à  partir 
d'un  point  (juelconque  a,  (a,,  a^,  ...,  y.„),  et  dune  constante 
positive  /i .  Nous  apj)ellerons  ainsi  l'ensemble  des  points  m  tels 
que 

S(AM)g/f. 

On  le  déduit  du  corps  caractéristique  par  une  translation  et  une 
homothétie,  c'est-à-dire  que  si  (Xf^x-^,  ...,  Xn)  est  un  point  (juel- 
conque du  corps  caractéristique,  tous  les  points  du  nouveau  corps 
sont  donnés  par 

ai  -f-  /cxi ,         7.2  ■+-  Ato,         .  ..,         y.,i  -h  kxn. 

Si  J  est  le  volume  du  corps  caractéristique  \\  (o),  le  volume  de  F/i  (a) 
est  (en  faisant  dans  lintégrale  le  changement  de  variables)  /c".!. 
Si  l'on  envisage  un  nombre  fini  de  corps  F,  ils  forment  un  domaine 
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(„.,n  i.rcessi.iif'iM.i.i  -liiii  >rn\  \cu;na)  encore  mesuraOle  el  dont 
le  volume  esl  t'-^^il  à  la  somme  <Jcs  Noluines,  si  les  corps  n'ont  pas  de 
,,..inN  «(mimiins,  et  lui  est  ;.u  |)l.isr-:il  .lans  le  cas  contraire.  Avant 
,1,-  (niill.-r  cette  question  des  volumes,,  nnian|iions  <iiir.  même 
dans  I.-  ca>  <le  l'espace  semi-réel,  si  un  domaine  esl  contenu  dans 
un  autre  (au  sens  ordinaire),  son  voUnne  lui  est  au  plus  égal, 
ceci  parce  que  eliaipie  élément  des  intégrales  est  esseniiellement 
positif. 


TlIKORIE    DKS   MODl  LKS    DE    POINTS. 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  MODULES  DE  POINTS. 


Dans  la  définition  i;énérale  d'un  groupe  on  envisage  des  clé- 
ments assujettis  à  un  mode  de  composition  associative  (etcommu- 
tative  pour  les  groupes  abéliens).  On  pourrait  donc  appliquer 
cette  définition  à  des  ensembles  de  nombres,  en  prenant  comme 
mode  de  composition  l'addition.  On  réserve  habituellement  le  mot 
groupe  de  nombres  pour  le  cas  où  ce  mode  de  composition  est  la 
multiplication  et,  suivant  une  locution  de  M.  Dedekind,  on 
désigne  par  module  un  ensemble  de  nombres  qui  comprend  la 
somme  et  la  dilFérence  de  deux  quelconques  d  entre  eux.  L'origine 
de  cette  dénomination  est  que  lensemble  des  multiples  d'un 
entier,  ou  même  d'un  nombre  quelconque  «,  qui  sont  appelés  par 
Gauss  congrus,  module  a,  forment  un  module  au  sens  précédem- 
ment indiqué.  Il  est  commode,  ainsi  qu'on  le  verra  par  la  suite,  de 
transporter  cette  notion  de  module  aux  points  d'un  espace  à  n  di- 
mensions, c'est-à-dire  à  des  systèmes  de  n  nombres.  On  suit  en 
cela  l'exemple  de  M.  INlinkowski,  qui  a  utilisé  les  systèmes  de 
points  ayant  pour  coordonnées  des  nombres  enùers  (Zahlengit ter 
ou  grille  de  nombres)  et  de  H.  Poincaré  qui  a  étudié  l'arithmé- 
tique des  réseaux  de  points  dans  le  plan  (^0?^//?.  Ec.  Polyt.^  1880). 

Dimension  d'un  module. 

Nous  appellerons  donc  module  de  points^  dans  un  espace  de 
dimension  n  réel  ou  semi-réel,  un  ensemble  de  points  tel  que  la 
somme  et  la  différence  de  deux  d'entre  eux  appartiennent  encore  à 
l'ensemble.  Un  module  comprend  donc  nécessairement  l'origine 
(point  à  coordonnées  toutes  nulles),  sui\ant  une  remarque  déjà 
faite,  sa  définition  est  indépendante  du  système  de  coordonnées, 
absolues  ou  relatives. 


26  (  iiAi'iiiti;  II. 

Lit  iiiitioii  (V is()//in/p/iis/i/'\  (initii  (li'-liiiil  pour  des  ^ronjH- 
altslr;iil-i  (|iicl(;oii(|iies,  sclcnd  jjar  consrfuicnt  aux  nuxliiles; 
ia|i|M-lous  1.1  délinilioii  a|)|di(|ii(-(î  à  ce  cas  pailiciilici-  :  un  module 
de  |H)iiils  ri,  esl  dil  iso/)}o//>/n.'  à  un  module  fie  jKiints  it!..  si  Von 
|)i-iil  itaMii-  cMlic  lriii->  «•It'inciiU  une  coi  rf-«|)ondance  idlc  i|iic  (  '  ;  : 

1"   A  t(Mil  |i(,iiil  de  !'!•  corrojxiiide  ////  cl  un  seul  poiiil  de  -,1.; 

2"   A  l(Mii  [xiiiii  de  .1,  corrcs|)t)nrl<'  <iu  moins  un  point  de  \i'.)  ; 

.'V'  A  la  soiiiMic  cl  à  la  dillércnce  de  dnix  poiiils  de  itî,  corres- 
poiidi  iil  la  somme  cl  la  dillcicnce  des  points  correspondants  de^l,. 

L  isomorpliismc  esl  dit  lioloédrique  s'il  est  réciproque,  c'est- 
à-dire  si  m.  est  aussi  isomorphe  à  d-,  ou  encore  si,  à  tout  point 
de  tV,  ne  corres|)oiid  (pi  un  |)oint  de  itî.  ;  deux  modules,  isomorphes 
holo('tlri(picmcnl  à  un  Iroisicme.  le  sont  aussi  cnire  eux.  Si  I  iso- 
moiphismc  n'est  pas  rrcipro(|ue,  on  le  dit  mériédii<ju<' .  Mais, 
même  dans  le  |)remier  cas,  il  a  y  a  pas  toujours  lieu  de  remplacer 
l'élude  A'nw  module  par  celle  d'un  module  isomorphe.  Cette 
correspondance  peut  n  être  due  qu  à  un  changement  de  notations 
(par  exemple  \\n  changement  de  coordonnées),  et  alors  les  figures 
géométriques  sont  les  mêmes,  à  des  déplacements  ou  des  Iransfor- 
malious  simples  près.  Ce|iendant,  de  même  qu'il  y  a  intérêt  à 
considérer  un  système  de  deux  ligures  égales,  il  peut  y  avoir 
intérêt  à  difierencier  des  modules  isomorphes  considérés  simulta- 
nément; par  exemple,  les  multiples  de  i  ou  de  4  sont  des  modules 
isomorphes,  mais,  considérés  simultanément,  ils  ont  des  propriétés 
dilléreiiles.  Il  peut  se  faire  aussi  que  la  dilTérence  soit  plus  pro- 
fonde, les  aspects  géomélricjues  étant  dissemblables  et  l'isomor- 
phisme  ne  traduisant  qu'une  resseml)lance  de  constitution. 
(^)uel(pies  exemples  simples  vont  nous  permettre  d  illustrer  ces 
divers  cas  et  de  pri-voir  les  distinctions  qu'il  y  aura  à  faire  |)ar  la 
suile. 

Imaginons  d'abord,  sur  une  droite,  une  suite  de  points  illimitée 
dans  les  deux  sens 

....     A_o,     A_,,     O,     A,,     A,,     ..., 

la  dislance  tle  deux   |M)inls  consécutifs   élant   constante.   Prenons 

(')  Les  deux  moilules  ii'oiil  pas  le  inùine  rôle  clans  celte  tléfinilion.  L'étymo- 
logie  d'isomorplie  jusliCie  ronlre  înloplé  :  <^  a  une  constilulion  analogue  à  celle 
de  l'b,  mais  lUi  peut  «"tre  plus  complexe  que  tlo. 
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1(111  (Itiix,  O,  comme  origine,  les  coordonnées  des  points  sonl  de 
la  forme  Aa,  k  étant  nn  entier  quelconque.  Nous  avons  là  un 
exemple  de  module  de  points  dans  un  espace  à  une  dimension; 
c'est  même  l'exemple  le  plus  simple,  à  part  celui  formé  par  la  seule 
origine;  car,  si  un  module  comprend  O  et  A,,  il  compiend  néces- 
sairement A.,,  tel  que  A,A2=0A,,  Imaginons  celte  même 

droite  et  ces  mêmes  points  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de 
coordonnées  0.r,  Oj',  distincts  de  la  droite:  les  coordonnées  des 
points  V  sont  de  la  forme  (A" a,  Ajiij.  Nous  avons,  cette  fois,  un 
module  dans  un  espace  à  deux  dimensions,  il  est  isomorphe 
holoédriquement  au  précédent,  mais  n'en  est  pas  non  plus  distinct 
au  point  de  vue  géométrique. 

Considérons  encore  dans  un  plan  un  quadrillage  illimité,  ou  un 
réseau  de  parallélogrammes,  et  rapportons  les  points  de  ce  qua- 
drillage à  Tun  d'eux,  O,  comme  origine,  et  à  deux  axes  O.r,  Oy. 
Les  coordonnées  sont  de  la  forme  («a-hpa',  m^3  +  ('|j'),  u  et  v 
étant  des  entiers  quelconques;  les  points  recouvrent  celte  fois  tout 
le  plan  (').  Projetons-les  sur  une  droite  passant  par  l'origine,  les 
projections  ont,  pour  abscisses  sur  la  droite,  {up  -r-  i'q),  elles 
forment  un  module  isomorphe  au  précédent,  même  holoédrique- 
ment, si,  sur  toute  parallèle  à  la  direction  des  projetantes,  il  n'y  a 
au  plus  qu'un  seul  point  du  quadrillage  (11  suffit  pour  cela  f[ue 
cette  direction  ait,  par  rapport  à  deux  droites  du  quadrillage,  un 
coefficient  angulaire  irrationnel).  Mais,  cette  fois,  la  contexture 
géométrique  des  deux  modules  est  très  dilTérenle  :  tandis  que, 
pour  le  premier,  on  peut  fixer  une  limite  inférieure  à  la  distance 
de  deux  points,  il  n'en  est  plus  de  même  du  second,  ainsi  que 
nous  le  verrons,  d'une  façon  précise,  par  la  suite.  On  voit  immé- 
diatement comment  l'exemple  précédent  s'étend  à  l'espace  à  trois 
dimensions  (réseau  de  parallélipipèdes)  et  même  à  l'espace  à  /i. 
En  projetant  ces  modules  sur  des  espaces  de  dimension  moindre, 
on  obtient  loule  une  première  catégorie  de  modules  que  nous 
appellerons  /i/*i5,  les  seuls  que  nous  étudierons  en  détail. 

En  se  reportant  aux  deux  premiers  exemples,  on  est  conduit  à 
une    première   distinction    entre   les  modules   de  points  d.  d'un 


(')    Celte    figure    géométrique    est    identique    aux    réseaux    de    Bravais    {voir 
H.  PoiNCARE,  loc.  cit.). 
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espace  «Ir  illiii('ii>inii  //.  n'cl  on  scini-rôel,  siii\,iiit  i|ii<'  les  |)oinls 
(le  4«  («tin  nul  loul  r(S|>;u:c.  on,  an  fontraire,  appaiiiennent  tous 
à  un  s()n^-(•^|>a(•(î  liin'-airo  roiitcnant  nalnr(;lleinenl  roiigine.  Nous 
appc^llfioio  (linirnsion  m  du  nioflitlc  -l,  la  dimension  du  sous- 
isj)a<f  di'  pln^  |ii-lili'  di iiii'ii>i'iii  «pu  conlii-nl  Ions  les  |)Oinls  de  -\ 
(les  eoordonnt''«;s  d<'  ces  points  vérilieiiL  m  relations  indc-pen- 
dantesV  <  )n  jx-iil  considt'ier  un  lel  module  comme  idenli<|ue 
j^éoméliiiMiriuciil  à  un  nioilnle  ii'.>  d  un  espace  à  ni  dimensions. 
D'une  l'aron  précise,  .1,  est  isomorphe  lioloédriquement  à  un 
module  n!.  de  dimension  m  dans  un  espace  à  m  dimensions;  il 
suflil  d<î  prendre  pour  \i'.>  l'ensemble  des  |)(iinls  ayanl  jjour  coor- 
données les  (Mjordonnées  relatives  (\v<,  |»()iiils  de  -l.  par  rapport  à 
une  malrire  (pielconque  jM  de  type  (//?.  n)  et  de  rany  m,  du  sous- 
espace  qui  le  coiilienl  :  c'est-à-dire  (r ^ ,  r-, '■/«)>  ^^^"^  ^"^ 

(i)  Il  Px    pï     •••     Pn  \\  =  \\  '1     '-2     ...     /•/,,  li  X  M. 

Ce  module  \iî>  est,  d'après  sa  constitution  même,  isomorphe  à  -^a 
(les  relations  entre  les  p  et  les  ;•  étant  linéaires,  la  somme  se 
conserve);  l'isomorphisme  est  hoioédrique,  car  un  système  de  /•  ne 
j)cul  évidemiiK'iit  provenir  que  d'un  système  de  p.  Enfin,  \I!j  est  de 
dimension  //  —  ///,  sinon  les  /■  et,  par  suite,  les />  s'exprimeraient 
en  fonction  de  moins  de  n  —  m  indéterminées,  et  il  y  aurait  entre 
les  coordonnées  des  points  de  A>  plus  de  m  relations  indépen- 
dantes. 

Nous  j)<)ii\()ns  supposer  que  les  lignes  de  la  matrice  M,  qui  sert  à 
di'finir  n!..  sont  les  coordonnées  de  points  de  A^,  d'après  un  raison- 
nement lait  au  premier  Chapitre,  pour  un  ensemhie  quelconque 
de  points.  Si,  réciproquement,  il  existe  une  matrice  de  rang  m 
formée  avec  m  points  d'un  module  ^%  et  pas  de  matrice  de  rang 
supérieur,  ^l,  est  de  dimension  m.  Nous  dirons  que  toute  matrice 
ainsi  formée  est  une  matrice  du  module:  elle  devient  un  tableau 
du  module  (à  déterminant  non  nul),  si  la  dimension  de  ,\>  est 
égale  à  celle  de  l'espace. 

Modules  types. 

Examinons  d'abord  ce  dernier  cas,  et  soit  A  un  tableau  du 
module.  Les  points  de  l'espace  qui  ont  pour  coordonnées  relatives, 
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par  rap|)ort  à  A,  des  nombres  entiers  apparlieimcnl  au  module, 
car  ils  sonl  formés,  à  partir  des  points  de  A,  par  addition  et  sous- 
traction (').  En  plus,  ces  points  forment  à  eux  seuls  un  module  de 
dimension/?,  ce  qui  est  évident  si  l'on  considère  leurs  coordonnées 
relatives  par  rapport  à  A.  Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion, 
déjà  indiquée  à  propos  de  la  droite,  les  modules  les  plus  simples 
de  dimension  n,  dans  un  espace  à  n  dimensions,  sont  formés  des 
points  (/), ,  /^o,  ....  p„)  définis  par 

Il /j,    p.,     ...     />„  Il  =  Il  j-,     Xi     ...     a-,,  Il  X  A         (j-/ entiers), 

A  étant  un  tableau  quelconque  ;  il  appartient  d'ailleurs  au  module 
ainsi  formé.  On  a  un  résultat  analogue  pour  des  modules  de 
dimension  m  inférieure  à  celle  de  l'espace,  il  suffit  de  supposer 
que  A  est  une  matrice.  D'une  façon  générale,  nous  dirons  qu'«/i 
module  3HL  de  dimension  m  dans  un  espace  n  est  type.,  s'il 
existe  une  matrice  A  de  type  {^m.,  n)  et  de  rang  m  telle  cjue 
tout  point  du  module  soit  donné  par  l'égalité  précédente.  La 
matrice  A  sera  dite  une  base  du  module. 

Il  peut  se  faire  que  la  définition  d'un  module  déterminé  ne  mette 
pas  en  évidence  immédiatement  l'existence  d'une  base;  il  est  alors 
utile  d'avoir  un  critérium  pour  reconnaître  a  priori  si  le  module 
est  type  et  un  procédé,  au  moins  théorique,  pour  former  une  base. 
C'est  à  quoi  répondent  l'énoncé  et  la  démonstration  suivants  dont 
les  applications  ultérieures  montreront  l'importance  (-). 

Théorème.  —  Pour  qu'un  module  dans  un  espace  an  dimen- 
sions soit  type.,  il  faut  que  les  inégalités 

(2)  |/>l!<^,  |/'2l<î,  ...,  \Pn\<t 


(')  Dans  le  plan  réel,  par  exemple,  ceci  revient  à  dire  que  si  A  et  B,  non  en 
ligne  droite  avec  l'origine,  font  partie  d'un  module,  le  quatrième  sommet  du 
parallélogramme  construit  sur  OAB  et  tous  les  sommets  du  léseau  qu'on  en  dé- 
duit, font  partie  du  module.  ' 

(-)  Il  ne  suffit  pas,  en  effet,  d'avoir  un  critérium  quelconque,  mais,  autant  que 
possible,  un  critérium  qui  s'applique  à  d'autres  exemples  qu'à  ceux  qui  ont  été 
spécialement  fabriqués  pour  en  être  des  applications.  Dans  le  cas  présent,  c'est 
le  théorème  qui  a  élé  fait  en  vue  des  applications;  j'y  ai  été  conduit,  en  effet,  par 
la  considération  de  propriétés  diverses,  dont  les  démonstrations  présentaient  des 
analogies  manifestes  (bases  des  entiers  d'un  corps,  d'un  idéal,  des  unités;  périodes 
des  fonctions,  etc.). 


3o  (ii\i>iTnK  II. 

///'  sniriit  vrri In-rs  tjiic  futr  tiii  noiuhic  fini  (Jr  jioints 

(P\'   Pi Pn) 

(le  »\«,  (jiu'l  que  sait  t  positif:  il  suffit  qu'elles  n'aient  qu  un 
nomhre  fini  de  solutions  poiu-  un  nonihie  t  positif  donné. 

I'';iisons  ir;il)onl  <|nrl(|iies  remarques  au  sujel  de  Ténoncé  : 
(l'aprrs  ce  (|iii  a  élé  dit  sur  la  conlinuilé  de  la  distance  généralisée 
cl  l.i  liniilalinu  du  corps  caraclérislique,  on  peul  remplacer  les  n 
iiK-j^alités  précédenles  par  la  seule  inéi^alilé 

iibis)  S(op)<£, 

S  claul  une  di>lance  généralisée  quelconque.  11  n'est  même  pas 
nécessaire  que  S  \crilie  toutes  les  conditions  de  M.  Minkowski,  et 
l'on  peul  évidemment  remplacer  la  condition  j)ar  celle  qu'il  j  ait 
seulement  un  nond)re  fini  de  points  de  -X,  dans  un  domaine  borné 
entourant  l'origine  ;  domaine,  quelcoiiijue  |)(tur  la  condition  néces- 
saire, choisi  apriori  pour  la  condition  suflisante.  Ceci  montre,  ce 
que  prouvera  d'ailleurs  aussi  la  démonstration,  que,  dans  l'énoncé, 
le  choix  des  coordonnées  absolues  ou  relatives  est  indifTérenl. 

La  coud  il  ion  est  nécessaire  :  si,  j)ar  rapport  à  une  base  A,  tout 
point  (/>(. /'i,  ....  pn)  de  cl»  a  pour  coordonnées  des  nombres 
entiers  (x,,  x.^^  ...,  x,n),  les  .r  sont  des  fondions  linéaires  et 
homogènes  des/?  (premier  Chapitre);  les  inégalités  (2)  entraînent, 
par  suite,  en  désignant  par  G  une  limite  supérieure  des  coefli- 
cients  des  fonctions  linéaires 

1  -^j  I  <  "2  G  £         (i  —  1,  "2^  ....  ni) 

et  ces  nouvelles  égalités  ne  sont  vérifiées,  quel  que  soit  î,  que  par 
un  nombre  fini  de  svstèmes  d'entiers,  c'est-à-dire  de  points  de  A». 
Pour  montrer  que  la  condition  est  suffisante,  établissons  d'abord 
que,  si  elle  est  vérifiée  [)our  un  nombre  donné  s,  elle  Test  aussi 
pour  tout  autre  nombre  z'.  Ceci  est  évident  pour  z'  inférieur  à  s, 
vérilions-le  jDour  /.  0,  A"  étant  un  entier.  Supposons  1  espace  réel  et 
considérons  les  (2Â)"  points 

(eiE,  €■.,£,  ....  e„£), 
—  ^' =  *"/</:         (e,  entier); 
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tout  point  \érllîanl  les  incijalilcs  \pi\<ikz  vérifie  l'iin  des  (2/.)" 
SYSlènies 

o%pi  —  eit  <e,         o'ipi—  e-iz  <t,         o  1; />„— e„£  <  e, 

il   suffil  Je   prendre  pour  Ci   la  partie  entière  (')    de—  qui  est 

comprise  entre  — A  inclus  et  k  exclus.  Or,  si  nous  considérons 
les  points  de  -l.,  s'ils  existent,  vérifiant  l'un  de  ces  sjstèineS;  leurs 
différences  avec  lun  d'entre  eux  sont  encore  des  points  de  tlo, 
dont  les  coordonnées  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  î;  il 
en  résulte  que  ces  différerjces  et,  par  suite,  les  j)oints  eux-niéiues, 
sont  eu  nombre  fini.  11  v\-^-  a  donc  aussi  qu'un  nombre  fini  de 
points  vérifiant  les  {•ik)"^  systèmes  et,  a  fortiori  (-),  les  inégalités 
proposées.  La  propriété  est  donc  vraie  pour  tout  nombre  inférieur 
à  ht,  c'est-à-dire  pour  un  nombre  quelconque.  Si  l'espace  est 
semi-réel,  par  exemple  (/>,  -h  ip-^,  p\  —  ip^f  ps),  les  inégalités  (i) 
navant  <ju "un  nombre  fini  de  solutions,  il  en  est  a  fortiori  de 
même  de 

l/Jil<4^'       \pi\<^^      1/^3 1<-^- 

V/2  \/7.  y'2 

Mais  les  points  (pt,  p2,  pz)  forment  un  module  réel  et,  d'après 
ce  qui  précède,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de  ces  points  vérifiant 

\P\\<-'^  \P2\<-\  \Pi\<'=-\ 

quel  que  soit  s',  donc  un  nombre  fini  de  points  de  J^  vérifiant 

\Pi^ipi\<'=-'  \^'^^         \Pz\  <'-''-, 

on  voit  sans  peine  que  la  démonstration  est  générale. 

Ce  premier  point  acquis,  considérons  les  coordonnées  relatives 
{y\iy-2-,  •■■■}  ym)  des  points  de  rAs  relativement  à  une  matrice  du 

(')  Rappelons  que  la  partie  entière  est  l'entier  iniinédiatemcnt  inférieur,  ou 
égal,  au  nombre. 

(-)  Il  faut  mettre  a  fortiori,  car  les  points  des  (2/.)"  systèmes  ne  vérifient  pas 
toutes  les  inégalités.  Ceci,  ainsi  que  la  démonstration,  sera  illustré  par  un  exemple 
géométrique.  Dans  le  plan,  les  n  inégalités  primitives  peuvent  s'interpréter  par 
le  fait  que  le  point  {Pi,  p^)  est  intérieur,  périmètre  non  compris,  à  un  carré 
de  côté  2 As.  Remplacer  cette  condition  par  les  (aA)^  systèmes  revient  à  iliviser 
le  carré  en  carrés  de  côté  t.  Mais  on  ajoute  ainsi  au  domaine  le  demi-périmèlre  du 
carré,  au-dessous  et  à  gauche  de  l'origine. 
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sous-espacc  conlcnaul  a.  (lahlcau,  si  A.  est  ilc  dimension  n).  Les 
inégalités  |  ^',  |  <  e  enlraînenl  des  inégalités  analogues  pour  les 
(•oordnniiét's  absolues  |//,|  </»/,'£,  g  t'ian'  le  maximum  des  valeurs 
absolues  (les  termes  de  la  matriee;  elles  ne  sont  donc  aussi  véri- 
fiées (|ue  par  un  udmhrr  fini  de  points  de  A,.  Nous  allons  main- 
lin.iiil  supposer  (pir  la  nialiice  est  form<''e  de  /n  points  du  module 

A,,   Aj .K,n  et  raisonner  sur  le   module  i»!)   formé    des  points 

(^'i«  }'.i^    •••'  yni)'-     l'î»     comprend     les     points    (i,    o,    ...,    o), 

(o,  I.  o.   ...,  o), Considérons  les   points  de  Hb  vérifiant  les 

conditions 

ce  sont  des  points  du  sous-espace  de  dimension  i  défini  par  l'ori- 
gine et  le  point  a,.  Ces  points,  ayant  des  coordonnées  de  valeur 
absolue  inférieure  à  i,  sont  en  nombre  fini;  il  en  existe  au  moins 
unipiiestli.  o,  ...,  o).  On  peut  donc  choisir  parmi  eux  celui 
pour  lequel  y,  est  le  plus  petit,  soit  («,,  0,0,  ...,  o);  ce  point 
est  bien  déterminé.  Considérons  alors  les  points  de  it'o  vérifiant 

o%yi<ai,        o<rî^i,        73  =  , .  .r=  v„,  =  o; 

ce  sont  des   points   du   sous-espace    de   dimension    2   défini   par 

A,  A,,  A-2.  I-e  même  raisonnement  est  toujours  valable,  il  y  a  au 

moins  un  point  (o,  i,  o,  ...,  o)  vérifiant  les  conditions  et  il  n'y  en 

a  qu'un  nombre  fini;  on  peut  donc  choisir  celui  pour  leipiel  l'o  est 

le  plus  petit,  soit 

(  bi,  60.  o,  ....  o). 

Ce  point  est  encore  unique,  car  s  il  en  existait  un  second 
(i»,,  />',,  o,  ...,  o),  nécessairement  />.,  r=  60,  et,  en  supposant 
b\  ^  6, ,  le  j)oint 

(6;,6;,o,  ...)  — (6,,  6.,o,  ...)  =  (b\  —  bi,o,  . . .) 

appartiendrait  encore  à  vl.  sa  première  coordonnée  serait  positive 
et  inférieure  à  «,,  ce  qui  est  absurde,  si  elle  n'est  pas  nulle.  En 
considérant  les  conditions 

o|jKi<«i,         olj'2<aî.         o  <:y3^i.        y^  =  . .  .  =  j^,„  =  o, 
on  peut  choisir  un  point  (c,,  C2,  Cj,  o,  ...)  et  ainsi  de  suite,  jus- 
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(|u  à  (iblenir  m  points  formant  un  tableau  d  ordre  tn 


33 


B 


«1       o       o 
bx     b-i      o 


/i      l,     h      ...      /. 
A(B)  =  a,62.../,„?^o. 

Donc  B  est  un  tableau  de  ii!>,  le  point  de  coordonnées 

!|  ei     e-i     ...     <',„  Il  X  B         (gj  entiers) 

appartient  à  l'ii,  et  il  en  est  de  même  de  sa  différence  avec  un  point 
quelconque  de  ii'o 

II  -i     •••     -»<ll  =  ll7i     •••     ^'«11  — 11^1     ...     e„,  ]|  X  B, 

ri       —eiai  —  e,bi  — —  e„Ji       =  -i- 

Ji  —  e^b.,  — —  e,n  l-i       —  -=■>, 


y»' 


^ in—\  ''■iii—\         6/H  '/«— 1  —  .^«1  — Il 
^ m  '■m       =  -^ //( . 


Déterminons  successivement  les  entiers  e„,,  e,„_i,   .,.,  (?i  par  les 
conditions 

^  y», 

O:^  -, e,n  <  I, 

l  m 

O  S  =^ -. e,„-i  <  1 , 

/'  /;;  -  I 


l'i  —  t^ni  l\  —  c it,~\  />i  — •  •  .  —  e.ibx 


—  ei 


c'est-à-diie  prenons  les  parties  entières  des  fractions  successive- 
ment constituées.  Mais  alors,  en  tenant  compte  du  fait  que  les 
rt,,  b-,,  ...,  //n  sont  positifs,  on  voit  que  les  z  vérifient  les  inéga- 
lités 


oS'=l<«l,  o|^2<^2, 


l„ 


Si  l'on  omet  la  dernière  inégalité,  on  aies  conditions  qui  ont  servi 
à  délinir  la  dernière  ligne  deB;  mais  /,„  ayant  été  choisi  le  plus 
petit  possible,  il  est  impossible  que  :■„,  lui  soil  inférieur;  il  est 
donc  nul.  Dans  les  n —  i  inégalités  restantes,  en  omettant  la  der- 


C. 


3  î  (iiAiMiiu;  II. 

iiiric  cl  m  coiii[);ir;iiil  .uix  coniliUuus  <le  déliiiiliuu  de  lavaiit- 
il(Miii<''rp  li^Mif  (If  H,  on  monli*'  de  inèine  que  c„,_,  est  nul.  lu 
iiiiisi  di'  suite,  lotis  les  c  sont  nuls;  doue,  luul  |i()iiil  de  wu  a  des 
riiordoiiixes  de  lii  loiine 

;|   _)•,      y-,      .  .  .      r,„  Il  =  Il  «■,      ('-2      .  .  .      c„,  Il  X  B, 

<  ••  <|iii  |)ruuvt;  (|ue  H  esl  une  hase  de  lU),  qui  esl  type.  Il  en  résulte 
(|ue  l.  est  aussi  Ijpe,  el  BxiM  en  esl  une  base,  en  désignant  par  \1 
lii  iiiiiliice  de  -L  rlioisie  |)Our  définir  ii!>.  Il  esl  à  remarquer  que  la 
dt-nionstralioii  précédente  fournit  un  inoven,  au  moins  théorique, 
de  dé'duire  de  toute  matrice  .M  du  module  une  hase  hien  déter- 
inim'e. 

De  la  pro|)riété  «générale  ainsi  d<'montiée,  n^sulte  une  consé- 
(|uenee  né;:;ati\e  assez  importante  :  Si  un  module  dans  un  espace 
à  n  dimensions  nest  pas  tyj)C,  il  y  a  une  infinité  de  ses  points 
vérifiant  les  inégalités 

-       \pi\<Z,  \P-l\<-,  ••.,  \Pn\<t 

OU 

I  /^  1  —  Wl  I    <  £,  i  Pî  —  W2  I  <  ',  •  •  •  ,  I  /O//  —  W/l  I  <  ' 

((<),,  . . ..  (i)„  )  étant  un  point  quelconque  du  module. 

C'est  ce  qui  se  |)roduit,  eu  |)artieulier.  pour  un  module  de 
jtoints  -l.  sur  une  droite,  isomorphe  hoioédriquemeiit  d'un  module 
type  de  points  de  dimension  2.  (Pour  ayoir  une  telle  correspon- 
ilance,  il  suffit,  comme  dans  l'exemple  cité,  de  projeter  les  som- 
mets d'un  réseau  de  parallélogrammes  sur  une  droite  conyenable- 
menl  choisie.)  11  y  a  alors  une  infinité  de  points  de  cl>  dans  tout 
intervalle  ( —  s,  -f-  e)  entourant  l'origine:  il  en  est  aussi  de  même 
pour  tout  iiiteryalle  (a,  a  +  r,)de  la  droite;   car  si   a  esl  un  point, 

ou   un  nomhre,  de- -.U  compris  entre \  et  -\-  -^.,   il  existe  trois 

points  (a —  I  )(/,  /.rt,  (/.  4-  i)«,  de  d-  (A  entier)  compris,  au  sens 
large,  dans  riiilersalle  (a,  a-hr,);  d'autre  part,  il  y  a  une  infinité 
de  points  de  cl>  distants  île  ta  de  moins  de  ]  «  |  el,  par  conséquent, 
compris  dans  l'intervalle.  Les  points  de  d)  forment  un  ensemble 
partout  dense  (')  sur  la  droite. 

(')  11  n'en  est  pas  nécessaircmenl  de  même  pour  un  module  type  dans  un  plan, 
mt-me  de  dimension  a:  on  te  constate  aisément  en  considérant  le  module  formé 
par  les  points  ayant  pour  abscisses  les  nombres  entiers  et  pour  ordonnées  les 
nombres  rationnels  {voir  la  Note  I). 
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Considérons  encore   un  nombre   irrationnel  a  et  le   module  de 

nombres 

xa  — y        {x,  y  entiers). 

Les  nombres  de  ce  module,  comprenant  «  et  i,  ne  peuvent  être 
de  la  forme  A  a  et  le  module  n'est  pas  type.  On  j)eut  donc  trouver 
une  infinité  d'entiers  x^r  tels  que 

y 


\xa  —y 


a  — 

X 


\x\ 

.r  .K 


C'est  dire  (pi'on  peut  trouver  une  infinité  de  fiactions- s'appro- 

cbant  d'un  nombre  irrationnel  donné  de  moins  de  r^  .  C'est  un 
cas  particidier  d'une  propriété  trouvée  primitivement  dans  la 
théorie  des  fractions  continues  et  démontrée  ensuite  par 
Dirichlet  (' ).  En  considérant  a  comme  l'abscisse  d'un  point  sur 
une  droite,  on  retrouve  l'exemple  précédent;  on  peut  encore 
considérer  a  comme  une  abscisse  curviligne  sur  un  cercle,  la  lon- 
gueur de  la  circonférence  étant  l'unité.  Les  nombres  xa — y 
sont  alors  les  abscisses  des  sommets  de  la  ligne  brisée  régulière 
d'angle  au  centre  a;  ces  sommets  forment  un  ensemble  partout 
dense  sur  le  cercle. 

Tableaux  et  matrices  d'un  module. 

Reprenons  l'étude  directe  d'un  module  trpe  X^  en  le  supposant 
d'abord  de  même  dimension  que  l'espace.  Tout  point  de  ali  s'ob- 
tient en  multipliant  une  base  A  à  gauche  par  une  matrice  de  type 
(i,  n)  formée  d'entiers.  Donc,  tout  tableau  P  du  module,  formé 
de    n    points  de  d-,   s'obtient  en  multi|)liant    \  à  gauche  par  un 

(')  DiricliIeL  déinantre,  en  outre,  qu'on  peut  trouver  de  telles  fractions,  x  ne 
dépassant    pas  -  ,  ce  ([ui    revient    encore    à    dire   qu'on    peut    approclier   de   a   de 

moins  de  -^.  Dans  certaines  applications,  notamment  pour  les  périodes  de  fonc- 

X- 
lions,  la  propriété  ci-dessus  peut  remplacer  celle  de  Dirichlet.  On  peut  encore 
considérer  la  propriété  de  Diriclilet  comme  donnant,  pour  un  module  type  déter- 
miné, une  limitation  inférieure  de  e  suffisante  pour  ([u'il  y  ait  des  points  du 
module  vérifiant  les  conditions  (i).  A  ce  point  de  vue.  elle  se  généralise  aisément 
en  remplaçant  (i)  par  (i  bis)  et  en  prenant  un  espace  de  dimension  quelconque; 
elle  constitue  alors  l'un  des  ttiéorèmes  de  M.  Minkowski,  que  nous  établirons 
plus  loin.  On  pourra  aussi  comparer  ceci  avec  un  raisonnement  de  J.  Tannery 
{Introduction  à  la  théorie  des  /onctions,  t.  I,  p.  38-39). 


Sfi  <  Il  vi'i  iHi:  II. 

I;il>lriiii  j  ternies  entiers 

l     A(   S   )    :-'-   O, 

(   S  a  iLMiiies  enlici'. 

L;i  coïKlitiiin  AfS")  :==^  o  est  nécessaire  |iiiiir  <|iie  P  soil  un  \  t'rituhle 
laide. III.  l'.ii  nii  ee-  tihlcanx,  il  y  en  a  en  <;énéral  (sauf  pour  /i  =  i) 
nue  inlinile  (|ni  xnil  îles  hases;   ils  sont  donnés  par  la  propriété  : 

I.  rnscnihlc  des  hases  d'un  module  type  est  identique  à 
l'ensenilde  des  tableaux  équiKalents  à  lune  d'elles,  ou  encore 
Joiine  un   systcnii'  de  tahleaux. 

Si   A,    et    A    Mint   deux    i)asf's,  A,  est  un   lahiean  du    iiKtdnle   de 

base  A,  donc 

.\,  =  S.\         et         A==S-'A|. 

iiiai>  V  est  aussi  un  tableau  du  module  de  base  V,,  donc  S~'  doii 
être  à  ternies  entiers,  ce  c|ui  exi<;e  que  S  soit  modulaire.  Récipro- 
(pieiiient  tout  point  de  -l   a.  par  rapport  à   une   base    A,  des  coor- 

(bninées   relatives   entières    (jc,,  x^- ^n)\    pa'"    rapport   à    un 

tableau  étpiivalent  SA.  il  a  pour  coordonnées  (j>'i,J)'a,  •••jj'«) 
définies  par 

;|  j'i     y-i      . .  .      Vn  li  X  s  A  =  Il  xi     .r,      ...     x„  \\  x  A 

ou 

Il  V,     T.,     .  .  .     y„  Il  =  Il  r,     x.     ...     Xn  II  X  S"'  ; 

S"^'  étant  à  termes  entiers,  les  j»'  sont  encore  des  nombres  (') 
entiers. 

De  ceci  on  déduit  notamment  (|u"on  peut,  dans  une  base, 
clianj^er  Tordre  des  lij;nes,  ce  (jui  était  d'ailleurs  é\ident  a  priori. 
I.e  déterminant  d'un  tableau  du  module  est  un  multiple  de  A(A) 
et  ne  lui  est  ('ual.  au  >ii;ne  près,  que  si  ce  tableau  est  lui-même 
une  base.  (.)n  peut  donc  encore  diie  (jue  les  bases  d'un  module 
sn/i(  les  tableaux  de  déterminant  minimum  (-  i. 

Pour  un  module  ty|)e   (|uelcon(pie   de  ilimension    m  <C  n .  toute 

(')  Celle  dcmonslration  ne  diiïcic  pas  csscnliellemenl  île  celle  qui  montre 
qu'n:ie  sub^^litiilion  modulaire  Ir.mslormc  un  syslérne  d"enlieis  on  un  système 
d'onliers  cl  récipriiquemenl. 

(-)  Uiins  \f.  cas  n  =  i.  la  base  est  unique  au  signe  près:  dans  le  cas  n  —  2,  si 
l'on  suppose  que  le  plan  représente  une  variable  complexe,  on  a  la  propriété 
connue  des  syslcnies  de  périodes  dune  fonction  elliptique. 
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maliK^c    1'   (lu  niDiliile  se  déduit  encore  d  une  matrice  de   base  A 

|)ar  régal i té 

P  =  SA         (S  à  leniies  onliers); 

celte  égalité  en  entraîne  C,"'  analogues  entre  les  mineurs  d'ordre  m 
de  V  et  les  mineurs  corresj)ondants  de  P;  il  faut  donc  toujours 
A(S)^o  j)Our  que  P  soit  eirectivemen t  de  rang  m.  On  obtient 
encore  les  matrices  de  base  eu  multijiliant  l'une  d'elles  à  gauche 
par  tous  les  tableaux  modulaires  d'ordre  m.  Enfin,  la  |)ro|n-iété  du 
iléterniinant  peut  s'étendre  en  considérant  les  C|"  déterminants  des 
mineurs  déduits  de  A. 

La  question  des  tableaux  ou  des  matrices  est  liée  à  celle  des 
sous-modules  ;  nous  a|)pellerons  ainsi  tout  module  iil)  dont  les 
points  font  tous  partie  du  module  donné  -t.  Si  Aa  est  tvpe,  il  en 
est  de  même  de  tout  sous-module  \(b,  car  iiî»  n'a  a  fortiori  qu'un 
nombre  fini  de  points  au  voisinage  de  l'origine.  Si  iil)  est  de  même 
dimension  que  --U,  sa  base  est  un  tableau  ou  une  matrice  de  al), 
donc  de  la  ("orme  S\.  S'il  est  de  dimension  /?ï,  <<  m,  sa  base  est  de 
la  même  forme,  mais  S  est  une  matrice  à  termes  entiers  de 
type  (//?ii  'n)\  la  condition  A(S)  ^  o  est  remplacée  cette  fois  par 
celle  que  S  soit  de  rang  /??,  ;  ou  le  vérifie  sans  difficulté  en  remar- 
quant que  les  lignes  de  S  sont  les  coordonnées  relatives  de  cer- 
tains points  du  sous-module  par  rapport  à  la  matrice  A. 

Si  l'on  considère  un  sous-espace  de  dimension  m  passant  par 
l'origine,  il  peut  se  faire  qu'il  ne  contienne  aucun  point  de  ol),  ou 
encore  que  tous  les  points  de  -X.  qui  y  sont  contenus  appartiennent 
à  un  sous-espace  de  dimension  moindre.  Mais  si  Ton  a  pu  s'assurer 
a  priori  qu'il  existe  dans  ce  sous-espace  m^  points  de  .1.  formant 
une  matrice  de  rang  /»,,  par  exemple  si  l'on  a  défini  le  sous-espace 
par  un  tel  système  de  mi  points  ('),  tous  les  points  de  olo  situés 
dans  ce  sous-espace  forment  un  sous-module  type  iH»  de  dimen- 
sion m,,  et  tous  les  autres  sous-modules  qui  y  sont  situés  sont  des 
sous-modules  de  ii'.). 

Ces  notions  permettent  d"ex|)liciter  la  marche  sui\ie  dans  la 
démonstration  du    théorème   fondamental    et  en  même  temps  de 


(')  Dans  l'espace  à  3  dimensions  réel,  par  exemple,  il  suffit  de  considérer  tous 
les  points  de  <X>  dans  un  plan  passant  par  0  et  2  points  de  <X>  non  en  ligne  droite 
avec  0,  ou  les  points  sur  une  droite  passant  par  0   et  un  point  de  <i\>. 


■{«  (  iiAiMïiii:  II. 

nirciscr  l;i  l;ilitii<lc  |>ûs>il)lr  dans  le  clioix  <1  une  l)ase.  Nous 
avons  cliiiisi  diilionl  une  iiiahicc  ailtllralrc  \l  (  ilt-  i-aii};  /;*  )  de  -.1, 
cl  criNiMi^t'  1(>   |iniiiis  do  sniis-fspaces  de  dimension   1,2,...,  m 

dt'diiiis    par    oa,,   t)A,A., I.<'s    points    de    -A.  situés   dans    ces 

soMS-espaccs  foi-meni  des  srtus-iiindulfs  types  «Hbj,  -Vj,  •..;  chacun 
d'eux  (oiilicnt  !<•  |H('(('(lciil  cl  le  dernier  l,,,  <'sl  Identique  à  «A». 
Ceci  |K)S('',  examinons  comiiienl  on  ohlicnl  les  ni ^  premières 
li«;nes  de  la  base  lî  x  M  ;  Il  siiffil  de  iiiiilliplier  la  matrice  formée 
des  ///,  premièi-es  li^iu'S  de  H  par  M:  mais  celte  malrice  a  ses 
///  —  /;/,  dernières  colonnes  formées  de  zéro;  il  suffit  donc,  fina- 
lemcnl,  de  mulli|)lier  le  mineur  B„,^  (orme  des  /»,  |)remlères 
lignes  et  colonnes  de  B  par  la  malrice  M^_  formée  des  /«,  pre- 
mières lli;ncs  de  M.  D'autre  part,  dans  les  raisonnements  faits 
p(tiir  déterminer  les  lij^nes  de  B,„^  on  ne  s'est  servi  que  des  points 
de  -l  appartenant  au  sous-espace  défini  par  les  lignes  de  M,,,,, 
c'esl-à-dire  des  points  de  -V,,,^.  On  peut  donc  recommencer  sur 
B,„  X  M,„^  le  raisonnement  fait  sur  BxM,  et  celte  malrice  est 
une  base  de  cU,,,  .  Donc,  la  marche  suivie  conslsle  à  déterminer 
successivement  des  hases  des  sons-modules  ol>,,  -l^,  ...,  -\„i- 
L'intérêt  de  cette  méthode  est  que  chacune  de  ces  hases  est  ob- 
tenue de  façon  unique  en  ajoutant  une  ligne  convenablement 
déterminée  à  la  précédente  (').  On  ])eut  encore  exprimer  ce 
r»'>ult;il  :  on  peut  prendre  poui-  /«,  premières  liunes^  cl  par 
suite  pour  m^  lignes  quelconques^  d'une  base.,  77it  points  du 
module  formant  une  malrice  de  rang  m,,  pourvu  que  cette 
malrice  soit  la  base  du  sous-module  de  dimension  nif  formé 
par  les  points  du  module  contenus  dans  le  sous-espace  qu'elle 
dé /in  il. 

Modules  finis. 

Les  modules  types  sont,  comme  nous  l'avons  dit,  les  plus 
simples  et  tout  autre  module  .')Il  de  dimension  //?  admet  comme 
sous-modules  les   modules   types  a^ant  pour  bases   les   tableaux 

de  iTl  ;   il  est  donc  nécessaire  d'avoir  plus  de  m  j)()inls  pour  consti- 
tuer .Tl    par  seule   addilion    et    soustraction.    On    pourrait   citer 


(')  Un  pcul  rapproclier  lellc  inanicie  de  faire  de  la   suite  de  composition  d'un 
groupe. 
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aprrs  les  modules  tvpes  les  modules  de  tlimension  ni^  ([iii  peinenl 
se  conslniire  à  partir  d'un  uonihre  (iiii  /)  de  points,/?  étant  sup- 
posé supérieur  à  m;  soit 

(a'i.ai,, a'„)  (i  =  i,  2,  . .  .,  p). 

T  n  tel  module,  f|ue  nous  ap|)ellerons  /ï/ii  et  d  ordre  />,  est  iso- 
morphe holoédriquemenl  à  un  module  type  y?  de  dimension  p  ; 
on  peut,  en  supposant  |)ar  exemple  que  la  matrice  formée  par 
les  m  premiers  points  Aj  est  de  rang  m^  prendre  comme  hase  de  '1" 

la  matrice 

a\  n\         ...         a],        <j     o      ... 


a\  rt,        ...        a',1       0     o      ... 

de  type   (p,  n  -^ p  —  m)  et  de  rang  p.  On  vérifie  sans  peine  que 
lisomorphisme  est  holoédrique. 

Dune  façon  pour  ainsi  dire  réciproque,  on  peut,  d'un  module 
type,  déduire  des  modules  finis  isomorphes,  par  projection  sur 
un  sous-espace.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  module 
tvpe  -l.  de  dimension  n  dans  un  espace  de  même  dimension,  de 
base  A  et  formé  des  points  (/?,,/?2^  ■••i  Pn)\  et  une  matrice  P  de 
type  («,  m)  et  de  rang  m.  L'ensemhle  des  points  d'un  espace 
à  m  dimensions 


=  \\P\     Pi 


pJlxP, 


forme  un  module  ^P  de  dimension  m  ^puisque  AP  est  de  rang  m), 
isomorphe  à  -l>.  Pour  que  l'isomorphisme  soit  holoédrique,  il  faut 
et  il  suffit  fpi'au  point  nul  de  'j?  corresponde  le  seul  point  nul 
de  do,  La  condition  est  évidemment  nécessaire;  si  elle  est  remplie, 
à  deux  points  distincts  de  -I9  ne  peut  correspondre  un  même  point 
de  *Jt\  sinon,  à  leur  différence  qui  n'est  pas  nulle,  correspondrait 
le  point  nul  (')  de  ^.  Cette  condition  est  équivalente  à  celle  qu'il 


(  '  )  Ce    raisonnement    est   général    et   s'appliquerait  à    l'isomorphisme  de  deux 
modules  quelconques. 


/lo 


CHAPITRE    II. 


n'y  ait  pas  une  même  relation   linéaire  et  homogène  à   cocfji- 
cients  entiers  entre  les  termes  des  colonnes  de    \P. 

Eli  particulier,  considérons  les  points  d'un  espace  à  m  dimen- 
sions dont  les  coordonnées  sont  les  m  premières  coordonnées 
des    points  de  -A.  et  le  module  ^Jp  qu'ils  forment;  alors 


o    o 

o    o 


et  AP  est  formée  des  m  premières  colonnes  de  V;  pour  que  "J?  soil 
isomorphe  lioloédriquement  à  d.,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  n'j  ait 
|)as  une  même  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers 
entre  les  termes  de  ces /?i  colonnes;  s'il  en  est  ainsi,  d'après  la 
conséquence  négative  du  théorème  fondamental,  il  y  a  une  infinité 
de  points  de  'j?  ou  de  A-,  vérifiant 


Pi 


\P,\<'^. 


I  Pn,  I  <  £. 


L'étude  des  modules  infinis  semble  encore  à  peine  ébauchée, 
on  peut  Y  rattacher  quelques  f[ueslions  actuellement  assez  com- 
plexes de  la  théorie  des  nombres  et  dont  les  démonslralions, 
quoique  jolies,  ne  semblent  guère  susceptibles  d'extension.  L'exis- 
tence d'une  infinité  de  nombres  premiers  peut  se  traduire  en 
disant  que  le  module  formé  par  les  logarithmes  des  nombres 
rationnels  positifs  est  infini;  la  transcendance  de  e  se  traduit 
aussi  pai  l'infinitude  du  module  de  nombres  formé  par  e  et  toutes 
ses  puissances  entières. 

Examinons  seulement,  parmi  les  modules  infinis,  les  modules 
de  points  d'un  espace  à  n  dimensions  dont  les  coordonnées  rela- 
tives à  un  tableau  \  sont  tous  les  systèmes  de  n  nombres  ration- 
nels; ils  sont  désignés  par  M.  Esclangon  sous  le  nom  de  corps  de 
périodes;  nous  rencontrerons,  d'ailleuis,  ultérieurement  une  autre 
raison  de  cette  dénomination.  Le  tableau  \  peut  encore  s'appeler 
une  base  ;  toutes  les  bases  d'un  corps  de  périodes  se  déduisent 
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de  r une  d'elles  en  la  muUiplianl  à  gauche  par  tous  les 
tableaux  à  termes  rationnels  de  déterminant  non  nul.  Car 
dans  Tégalité 

||:ri    x-i    ...    .r„  Il  X  A  =  Il  >'!  y-2    ...    }'„  ||  x  SA        (S  à  termes  rationnels), 

à  tout  système  de  x  rationnels  correspond  un  et  uu  seul  système 
de  y  rationnels  et  réciproquement;  en  outre,  pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  évidemment  que  S  soit  à  termes  rationnels. 


4a  (Il  vi'inti:  lit. 


ciiArriKK  III. 

KMll-KS  i:r  SVSTKMKS  I)  K.NTIEItS. 


I  ),iiis  lf>  Cliiipili'cs  |ir(''(C(lcnts,  iidiis  n  avons  ulilis»'-  panni  les 
|tni|ii  iti(-s  parllciiliries  aux  nitîcrs  ([ue  la  seule  notion  de  partie 
entière  diin  nombre  (|uelcon(jue,  ({iil  se  confond  avec  celle  de 
<luotient  à  une  unité  près  si  le  noinhre  est  une  fraction.  Nous 
allons  montrer  d'ahord  comment  les  principes  généraux  de  la 
théorie  des  modules  permettent  de  retrouver  les  principales  pro- 
priétés connues  de  la  divisibilité  des  entiers  et  certains  résultats 
plus  récents  de  la  théorie  des  équations  indéterminées  ('). 

Divisibilité. 

L  ne  première  remarque  immédiate,  mais  fondamentale,  est  que 
si  un  module  de  nombres  est  formé  uniquement  d'entiers,  il  est 
nécessairement  tj|)e,  puisqu'il  n'a  pas  d'éléments  infiniment  petits 
(ou  \oisins  de  l'origine);  il  est  donc  identique  à  l'ensemble  des 
multiples  d'un  entier  «,  c'est-à-dire  à  tous  les  nombres  ^a,  x  étant 
un  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nul. 

l*roposons-nous  d'abord  de  trouver  l'ensemble   des    multiples 

communs  à  plusieurs  entiers  r/,  b /.   C^el  ensemble  forme  un 

module  .'Te  la  din'érence  ou  la  somme  de  deux  multiples  communs 
étant  encore  un  multiple  commun.  Donc  il  est  formé  par  tous  les 


(')  On  trouvera  ces  résullals  exposés  à  un  point  de  vue  dillérent  dans  V Essai 
sur  ta  théorie  des  nombres  de  T.-J.  Stieltjes  (Premiers  éléments).  Stielljes  y 
donne  aussi  certains  résultats  de  M.  Smith,  qui  ne  seront  pas  traités  ici  et  qui 
se  rattachent  plutôt  à  l'équivalence  des  formes  quadratiques  et  bilinéaires,  mul- 
tiplication d'un  tableau  à  droite  et  à  gauche  par  des  tableaux  modulaires  symé- 
triques on  m»'mc  indépendants  [cf.  Chapitre  I.  note  de  la  pa£;e  ii). 


ENTIERS   ET   SYSTÈMES    d'eNTIERS.  43 

nuiltij3les  (*)  d'un  nombre  a  qui  est  par  consé(|uenL  le  plus  petit 
c/es  multiples  communs  des  nombres  r/,  /»,  ...,  /.  Nous  emploie- 
rons pour  représenter  ce   phis  petit   multiple  conuniin  l;i  notation 

de  T.-L  Stieltjes 

ix  =  \a,h,...,l\. 

(>clle  piojiriété  du  phis  petit  multiple  commun  permet  de 
trou\er  celle  du  plus  i^rand  commun  diviseur  en  cherchant  les 
multiples  communs  des  diviseurs  communs.  Mais  on  peut  aussi 
j)rocéder  directement;  soient  des  entiers  a,  b^  ...,  peut  être  en 
nombre  infini,  et  considérons  le  module  (0  de  nombres  formé  à 
partir  de  ceux-là  par  addition  et  soustraction.  C  est  V ensemble  des 
nombres 

xa-^yb-r-...  (x,y,...  enlicrs  quelconques  ), 

il  est  identique  à  V ensemble  des  multiples  dun  certain  nombre  o 

qui.  appartenant  au  module,  peut  être  mis  sous  la  forme  pié- 

cédente 

0  ^  lia  -r-  V  b  -\- .  .  .. 

Tous  les  diviseurs  communs  de  «,  b,  ...  sont  des  diviseurs  de  tous 
les  nombres  de  (O,  donc  de  o  et  réciproquement.  Nous  emploierons 
encore  pour  représenter  o  qui  est  le  plus  grand  des  cù\'iseurs 
communs  de  «,  />,  ....  la  notation  de  Stieltjes 

(a,  b,  ...). 

Toutefois,  nous  emploierons  cette  expression  indifféremment,  soit 
pour  représenter  o  lui-même,  soit  pour  représenter  l'ensemble 
des  multiples  de  o,  c'est-à-dire  cO.  Si  o  =  i  ((0  identique  à  l'ensemble 
des  entiers),  les  nombres  a,  b,  ...  sont  d\ls,  premiers  entre  eux 
dans  leur  ensemble. 

Nous  avons  établi  l'existence  de  '^  et  o  sans  donner  de 
méthode  pratique  pour  les  déterminer.  Pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  d  un  nombre   fini   de  nombres  «,  b,  ...,  /,   re- 


(')  Si  l'on  incorpore  à  celle  déinonstiaLion  celle  du  lliéorème  sur  les  modules 
lypes  appliquée  à  ce  cas  particulier,  on  obtient  la  démonstration  donnée  par 
Stieltjes  {loc.  cit.).  Il  est  à  remarquer  qu'on  se  sert  ainsi  de  l'algorithme  de  la 
division. 


ciiAiTrid.  III. 


iii;âii|in)ii>    (I  ;iliiml    i|in-    <l;iii-    rc\|tit'^»ii)ii    \ii,li /i    on    [leul 

ijerinuler  les  iioinhies  il Uih-  Licmi  (|ii('l(()n<|iH'  vX  supposer  j>ar 
eonsi'ipienl  (pu*  /  «'si  le  |)jiis  jx-til  (Irnlie  eux.  F/iili;oii(iiiiic 
d'JMKli'lc  iioMi  1,1  n'(  licrclir  de  0  Xi  (léiliiil  iilois  fir  I  égalilé  mu- 
iiilcslc 

,  .1     h /  '  n  —  ,jl.  I,  —  ,f'  I /,. 

Si  >/.  Y  .  .  .  .  sont  les  (jiiolieiils  «h-  a,  h,  ...  par  /  on  dt'linil  ainsi  (.u) 
|).ir  (les  nombres  inlV-rieurs  aux  précédenls.  l'^n  apj^liqiianl  le 
même  proeédé  avec  le  plus  petit  des  nombres  de  la  deuxième 
parenllièse  et  ainsi  de  suite,  on  délinil  finalement  «0  par  un  seul 
nombre  o  («]ui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cberché)  et 
des  o.  Il  est  à  remarquer  que  cette  nic-lhode  donne  en  même 
temps  l'expression  de  o  eomiiie  terme  de  cO  (  lliéorème  de  Bezout). 
Il  nélait  pas  sans  intérêt  de  rappeler  cet  ali-oritlime,  car  c'est  à  lui 
que  se  ramène  (inalenient  la  résolution  pratique  des  problèmes 
«pie  nous  traiterons  dans  la  suite  de  ce  Chapitre. 

Les  démonstrations  et  j^ropriétés  précédentes  sont  encore 
valables  pour  la  recherche  des  multiples  et  diviseurs  communs  à 
plusieurs  fractions  supposées  toutefois  en  nombre  fini.  11  suffit  de 
remarquer  que  les  éléments  des  modules  OPc  et  cD  sont  des  frac- 
tions dont  le  dénominateur  est  limité  supérieurement.  I^'algorithme 
il  Luclide  s'étend  ('i^alement,  en  rem|)la(ant  dans  l'énoncé  le  quo- 
tient de  (I  par  /  par  la  [)artie  entière  de  -j- 

Les  diverses  propriétés  de  la  divisibilité  des  entiers  et  notam- 
ment la  recherche  du  plus  petit  multi|)le  eonmuin  |)euvenl  se 
déduire  de  Texislence  ainsi  établie  du  plus  grand  commun  di\iseur 
et  du  plus  petit  multiple  commun;  il  est  bon  d'y  ajouter  les  pro- 
priétés immédiates,  vraies  pour  un  nombre  quelconque  d'entiers 

^  >,  /^,c|  =  ||rt,  6|.cl, 
(1) 

^  i.  a,  b,  c)  =  {{  a.  b),  c), 

(   jX.'T.À/;,  Ac|  =  À|rt,6,c| 

(■i)  {     ,       ,       ,  (  /.  enliLM-  1, 

(  (  la.  tJ),  i.c  )  =  A(a,  b,  c) 

et  aussi,  puisque  l'existence  de  <x  et  de  o  a  été  établie  indépen- 
damment,   la    propriété    «|ui    peut  servir   de  lien    entre  eux  :    la 
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coii'lilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ;j.  soit  h-  plus  petit 
multiple  commun  de  a,  b,  c,  ...,  est  que  1;'  jr'  •••  soient  des 
entiers  premiers  entre  eux  ('  ). 

(!ar  si  'X  est  le  plus  pelil  miilliple  commun,  on  ne  peut  avoir 

^    \^         \         -^ 
^,i-,  .  .  .     =  a>i, 

au  / 

sinon  -  serait  un  multiple  commun  inférieur  à  y.;  en  outre,  si  la 

a 
condilion  est  remplie  pour  y.,  pour  tout  autre  multiple  commun 

u'  =  A  'j.  on  a 


^f-)-Ks-^->^> 


Citons  quelques  conséquences  de  ces  principes,  d'abord  l'expres- 
sion du  plus  petit  multiple  commun  : 

al)C 

il  suffit  de  constater,  ce  qui  est  immédiat,  que  les  quotients  du 
deuxième  membre  para,  b,  c  sont  premiers  entre  eux.  Soit  encore 
la  |)ropriété  considérée  parfois  comme  fondamentale  et  dont  se 
servent  la  plupart  des  auteurs  de  Traités  d'arilhméti(iue  pour  établir 
l'existence  et  l'expression  du  plus  petit  multiple  commun,  si  A  et  b 
sont  premiers  entre  eux  (-), 

La  démonstration  peut  se  résumer  par  la  suite  d'égalités 

(a\  b )  =  {al,  ab,  b)  =  {{al,  au ),  b)  =  (a{l,  b),  b)  =  (  a,  b). 

Indiquons  enfin  une  dernière  propriété  moins  connue,  dont  on 
peut  trouver  de  nombreuses  modifications 

(4)  \  (a,d},{b,  d),(c,d)\  =  (  \  a,  b,  c\,  d). 


(')  La  propriété  analogue  pour  le  plus  grand  commun  diviseur  est  plus  immé- 
diate mais  moins  utile,  car  on  peut  la  considérer  comme  un  siniple  cas  particulier 
de  la  deuxième  des  égalités  (a)- 

(-)  On  rénonce  liabiLuellcmcnt  en  supposant  {a\  b)  =b\  -i  un  nombre  divise  un 
produit  de  deux  facteurs,  et  qui!  est  premier  avec  l'un  d'eux,  il  divise  l'autre. 


46 
l'osons 
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=  {a,d),  '^  =  (b,d),  ■(  =  tc,(J) 


Cl  consiflt-ruiis  le--   ((uolieiils   <lii    (Iciixièine   meniljic  j),ir  ces    Irois 

llnliihrcs 

I  .       .     ,  /n    \a,/j,c\      (l  \         /\ii,h.c\      d  \ 

lit  (Ici  iilric   rj^iililf-   ri. ml    ohlciuir    <'n   ;i|ij)litniaiil   li'    |)iiiui|H'    pr»'- 

crdfiil.     |)iiis(|iie  —  et  —  suiil    ureiiiiers   outre    eux.    Cliacun    des 
'  '         a  a  ' 

<|iiiilients   iilnsi    ohteims   est  entier   et    leur    plus    grand    commun 
diviseur  est 

\a,h.r\       \a.h.c\       \a,b,c\      d. 


((LiAH,^^,...).(l^ 


Modules  de  points  entiers. 

Considérons  maintenant,  dans  un  espace  à  //  dimensions,  un 
module  Oit  formé  de  points  dont  les  n  coordonnées  sont  respec- 
tivement des  entiers.  Les  inégalités  (2)  du  théorème  fondamental 
n'ayant  toujours  ipi  un  nonihre  (Ini  de  solutions,  un  tel  module  est 
nécessairement  tv|)e.  C'est  d'ailleurs  un  sous-module  du  module  C 
constitué  par  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres 
entiers. 

Si  ;Tc  est  de  dimension  n,  ses  bases  forment  un  système  de 
tableaux  d'ordre  n  à  termes  entiers.  Pour  /?  >>  i ,  il  v  a  une  infinité 
de  telles  bases,  mais  on  peut  en  distinguer  une.  d'une  forme  par- 
ticulièrement remarquable.  C'est  ce  qui  résulte  de  l'important 
théorème  du  à  Henni  te  : 

U/i  tableau  à  termes  entiers  T  est  équii  aient  à  un  tableau 
et  un  seul  de  la  forme 


U  = 


«1 

0 

0 

0 

a\ 

rt:, 

l> 

0 

oh 

«;, 

af,      . 

..      a', 

(«^>oj. 


o  î  a.\  <  «1, 


o<a?,  <  a.?. 
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rfo/J^  A^ç  termes  vérifient  les  conditions 

I  ol«i<«}. 
(5  bis)    i 

\  o  <<-»<<=!. 

Un  lel  tableau  sera  dit  mis  sous  \a  forme  réduite  d'/Iermite. 

Pour  arriver  à  ce  résultat  nous  allons  procéder  par  cheniinemenl 
en  construisant  à  partir  de  T  un  tableau  équivalent  T',  à  partir 
de  T'  un  tableau  équivalent  T"  et  ainsi  de  suite;  pour  plus  de 
simplicité  nous  désignerons  les  termes  de  ces  différents  tableaux 
toujours  par  a^-.  Ceci  convenu  déduisons  T'  de  T  par  un  chan- 
gement de  lignes,  ce  qui  est  une  équivalence,  de  façon  que  dans  T', 
a"  soit  le  plus  petit  en  valeur  absolue  des  termes  de  la  dernière 
colonne  a"-.  Déduisons  T"  équivalent  à  T'  par  l'égalité 


T" 


O  —  Xi 


o     o 

o       I) 


I        —  Xn-1 
O  riz  I 


T' 


le  signe  du  dernier  terme  et  les  x  étant  choisis  de  façon  que  dans  T", 
rt)j  soit  positif  et  tous  les  a"  positifs  et  inférieurs  à  «".  Recom- 
mençons sur  T"  les  deux  mêmes  opérations  que  sur  T  et  ainsi  de 
suite;  ceci  revient  à  faire  sur  les  entiers  de  la  dernière  colonne 
de  T,  les  opérations  du  plus  grand  commun  diviseur.  On  finit  par 
avoir  un  tableau  où  les  termes  a"  sont  nuls,  excepté  «"  qui  est 
positif.  En  considérant  dans  ce  nouveau  tableau  les  n-\  termes 
de  la  (n-i)'^"'"  colonne,  on  peut  recommencer  les  opérations  pré- 
cédentes, en  permutant  les  n-i  premières  lignes  et  multipliant  à 
gauche  par  des  tableaux  : 

I     o     ...     —yx     o 
o     I      •  ■  •     —J2     <J 


On  peut  ainsi  annuler  tous  les  termes  de  la  (/i-i )"-"""-"  colonne  au- 
dessus  de  la  diagonale  principale;  de  même  pour  la  (/î-2)"-"'"''  co- 
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IniMM" jiistjii  .1  lii  ilfiixii'iiic  iiK  lii'-c   :   on  iil)ti«*nl   un  tiihleau  U 

(le  la  f(»i me  ( .")  ). 

(ît'ci  ac(|iiis,  rlici'clions  les  lahlcaux  l  '  =  1"  (  ('•(jiii  valcnis  à  U, 
donc  à  'I",  <•(  (le  la  foniie  (5).  Kn  dt'-siynant  par  a^  les  leniies  de  S 
cl  m  (li'v('l(ij>|iaiil  les  calculs,  ou  conslale  dahord  sans  difficulli- 
<|iril  est  nécessaire  <jue  les  a  au-dessus  de  hi  diagonale  priii- 
ti|talc  (a^,  f  <!y  )  soient  niiU.    Mai<    on    doit    avoir.    [)iiisrjMc   -   csl 

uiiiniodiilairc, 

aj  an  .  .  .  a;;  =  Ad;  =±  I  ; 

les  'x\  ('tant  des  entiers  sont  donc  lt)us  égaux  à  ih  i  et  inèine  à  -i-  i  . 
|iui>«nie  dans  l  et  l  '  les  termes  de  la  diagonale  principale  sont 
positifs.  (ïes  coiulitions  sont  d'ailleurs  sullisanles  et,  s  il  en  e.^t 
ain>ii,  on  trouve  pour  l  '  une  expression  de  la  Ibrme 


U' 


aï,  —  a\  a.! 


a. 7 
a\  -^  a%'x\ 


■n  .....     t«  2  *;| 

Un  peut  alors  déterminer  successivement  les  entiers 

,1  ,J  ,,'/      1   .  ~  I  3,2  2"- 2  • 


de  façon  que  les  termes  de  L'  vérifient  les  égalités  (5  bis)  et  ceci 
n'est  possible  que  d'une  seule  façon.  Il  faut  pour  cela  faire  des 
di\isioiis  par  les  rt|,  c'est-à-dire  encore  chercher  des  restes 
mininid  positifs,  module  a'-.  [On  |)ourrait  aussi  chercher  des 
restes  minima  absolus,  c  est-à-dire  (aire  \éri(ier  aux  termes  de  U' 
les  conditions 


(  b  ter) 


«y|--«/       (^<y)> 


il  y  aurait  alors  ambiguïté  de  signe  pour  ceux  des  termes,  s'ils 
existent,  pour  lesquels  la  condition  précédente  est  une  égalité  ('  ).] 
Il   e?t   à    remaiipier  (pie    la    dénionsiration    ainsi    faite    constitue 


(')  On  pourrait  aussi  faire  une  perinulalioii  de  lijjnes  dans  la  forme  (5)  et 
délinir  par  exemple,  une  forme  réduite  où  les  termes  au-dessous  de  la  dia£;onale 
priiu-ipale  seraient  nuls. 
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une  méthode  pratique  de  rechcrclu-  du  tableau  réduit 
d' lier  mite. 

Comme  l'algorithme  ciEnclide  s'étend  aux  fractions,  la  propriété 
précédente  s'étend  au  cas  d'un  tableau  T  à  termes  fractionnaires. 
Dans  Tun  ou  l'autre  cas  on  peut  encore  l'énoncer  :  dans  tout 
système  de  tableaux  éi  termes  entiers  ou  fractionnaires,  il 
existe  un  et  un  seul  tableau  de  la  forme  (5)  et  vérifiant  les 
conditions  {5  bis).  Ceci  permet,  notamment,  de  trouver  tous  les 
systèmes  vérifiant  certaines  conditions,  par  exemple  ayant  un 
déterminant  ô  donné  au  signe  près;  il  suffit  de  chercher  tous  les 
tableaux  réduits  d'Hermite  ayant  o  pour  déterminant.  Si  les  termes 
sont  entiers  ou  si  leurs  dénominateurs  sont  limités,  on  ne  trouve 
ainsi  (|u'un  nombre  fini  de  tableaux,  donc  de  systèmes;  car  il  n'y 
a  rprnn  nombre  fini  de  façons  de  décomposer  ô  en  un  produit  de 
facteurs  (termes  de  la  diagonale  principale),  les  autres  termes  du 
tableau  étant  intérieurs  à  ceux-là,  il  n'y  a  choix,  finalement, 
qu'entre  un  nombre  fini  d'arrangements;  il  en  est  de  même  si  o 
est  seulement  limité  supérieurement  en  valeur  absolue. 

Ce  qui  précède  permet  aussi  de  préciser  quelle  base  particulière 
a  été  obtenue  dans  la  démonstration  du  théorème  fondamental  sur 
les  modules  lypes.  Une  matrice  M  du  module  étant  choisie,  toute 
base  est  de  la  forme  BxM,  B  étant  un  lahleau  à  termes  fraction- 
naires (et  même  i  inverse  d'un  tableau  à  termes  entiers),  défini  à 
une  équivalence  près.  Dans  la  démonstration,  on  a  choisi  la  base 
particulière  pour  laquelle  B  est  de  la  forme  réduite  dHermile; 
c'est  ce  qui  r<'suhe  des  conditions  successives  imposées  aux  termes 
deB. 

Considérons  encore  un  module  quelconque  OU  de  base  A  et  un 
sous-module  Ù\L'  de  même  dimension,  donc  de  base  SxA,  S  étant 
un  tableau  d  ordre  n  à  termes  entiers,  défini  à  une  équivalence 
près;  le  nombre  entier  |  A(Sjj  étant  bien  défini,  on  jjeut  se  pro- 
poser de  lui  trouver  une  signification.  Supposons  S  mis  sous  la 
forme  réduite  d  Hermite  et  soient  J^t^J'o?  •••iJK/«  les  coordonnées 
relatives  dun  point  (pielconque  de  i^\\.  par  rapporta  A;  les_^  étant 
entiers  et,  étant  donnée  la  forme  de  S,  on  jjeul  toujours  poser 

llri      •  •  •     7'»  Il  =  Il  Ài      •  •  •     À/„  Il  X  s  ^  Il  r,      ...     r„,  Il 

(A,  /•  entiers»,  o  '^  /•/  <  a'j), 

C.  4 
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les  /■  «.nul  ;iiiisi  <l.;lri  iiiiiié^  «!<•  ('ii<;(jii  iiiii<|ii<;  (').  Ceci  posé,  r('p;ir- 
lissoiis  Ifs  points  de  ,)H  par  (:Ijis>l's,  ni  iiielliint  dans  une  niênie 
classe  i\v>  poinl-  «loiii  li  «lillcrence  appurlienl  à  OVJ  {con^n'us 
suiiuinf  Je  module  '.1\'C  )\  celle  classidealion  nentiaîiie  pas  d'ambi- 
giiili-  :  <l«Mix  poinls  ronj^Tus  à  un  Iroisièiiie  étant  congrus  entre 
eux  (a-b,  a-«;  «'tant  dans  Oll',  il  eu  esl  de  même  de  leur  dillé- 
rence  d-c).  On  vérifie  aisément  (pie,  pcjur  (pie  deux  poinls  de  OR 
soient  dans  une  même  classe,  il  (aiil  et  suffit  (ju'il  leur  corres- 
ponde les  iiiéiues  sysl<'-mes  de  r.  Il  ]  a  donc  autant  de  classes 
ijuc  de  systèmes  r/c  r  di (l'ère nts  (-),  c  est-à-dire 

oj«|...a;;;  =  |A(S)|. 

l'.xaininons  culiii  !•■  cas  d'un  module  de  poinls  entiers  dont  la 
dimension  //  est  iiift-rieure  à  celle  de  l'espace.  Sa  base  est  une 
matrice  de  lyjie  (m,  n)  et  de  rang  m\  elle  n'est  définie  qu'à  un 
produit  pr("'S  à  gauche  par  un  tableau  unimodulaire,  de  sorte  cju'on 
peut  toujours  amener  un  de  ses  mineurs  d'ordre  m  (à  déterminant 
non  nul)  à  être  de  la  forme  réduite  dHermile  :  ce  mineur  étant 
choisi,  celte  réduction  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Systèmes  de  formes. 

Soit  un  système  de  m  formes  indépendantes  à  //  =  m  -^p  incon- 
nues et  à  coefficients  entiers 

( 6 )  \i  =  a\Xi-r-  a\ri~ . .  .-^  a'„Tn         {1  =  1.2 m  ), 

la  matrice  A  des  coefficients  de  type  [n,  m)  est  de  rang  m. 

]J  un  tel  système  on  peut  déduire  divers  modules  de  points 
entiers,  soit,  en  considérant  les  valeurs  de  ces  formes  quand  on 
donne  aux  .r  des  valeurs  entières,  soit  en  considérant  les  valeurs 
des  X  qui  annulent  les  ç  {zéros  du  système)^  soit  encore  en 
considérant  les  coelficienls  de  ces  formes  et  de  toutes  celles  de 
leurs  combinaisons  linéaires  qui  ont  des  coefficients  entiers.  Nous 
allons  étudier  ces  divers  modules  et  leurs  relations. 


(')  '>„  el  r^  sont  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  y„  par  a'//,;  >>„_, 
et  r„_,  quotient  et  reste  de  Ih  di\ision  de  .i„,_,  —  '''•,„<^',n~^  par  ^',n-[  cl  ainsi  de 
suite. 

(')  l'iiur  l'ulilisalion  de  celle  propriété,  loir  la  Note  III. 
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L'ensemble  des  points  (;,,  ^2,  ..  .,  ç,„),  les  x  étant  des  entiers, 
forme,  ilans  un  espace  de  dimension  m,  un  module  type  OÏL  ; 
^IL  comprend  les  n  points  {cij.,  a'j ,  ...,  rtj),  il  e>t  donc  de  diznen- 
sion  ni  et  1  on  a 

ll;i     ;2     •••     ;//<ll==H>M     À2     .■•     A,n||xB, 

}        ()         o        ...        o 
l       C'i        o        ...        o 


Pour  trouver  B  à  partir  des  coefficients  des  m  formes  et  avoir 
les  relations  entre  les  x  et  les  A,  il  est  commode  de  leur  adjoindre 
p  formes  ('),r,,,  7,25  '••■>  'f\pj  à  coefficients  entiers,  assujetties  à  la 
seule  condition  de  former  avec  les  premières  un  système  de  n 
formes  indépendantes;  on  peut,  par  exemple,  prendre 

si  le  mineur  formé  par  les  /?i  dernières  lignes  de  la  matrice  des  a 
a  un  déterminant  non  nul.  Les  points  (■aj,,  ...,  T,y,,  ç,,  ...,  Cm) 
forment  un  module  type  DTJ  de  dimension  n  dont  une  base  est 
formée  par  les  coefficients  des  formes,  soit,  dans  l'exemple 
indiqué  : 


I 

0 

0 

a[ 

«î 

0 

I 

0 

al 

aj 

0 

0 

1 

«/^ 

«/; 

0 

0 

0 

«/Vi 

«/,+ 

0 

0 

.  .      0 

«' 

af, 

a'.;' 


M' 


on  peut  construire,  par  des  opérations  pratiquement  réalisables,  le 
tableau  de  la  forme  réduite  d'Hermite  B'=:SxM'  équivalent  à  M'. 
Le  mineur  B  formé  par  les  m  dernières  lignes  et  colonnes  de  B' 
est  aussi  sous  la  forme  rc'duite  d'Hermite,  et  c'est  la  base  cberchée. 
Le  tableau  modulaire  S  est  tel  que 


Sx 


a'i" 
aT 


S-ix 


o      ...     o 


o      ...      o 

n 


(')   Si  /?  =  o,  les  raisonnements  sont  valables  a  fortiori. 


)2  CHAPITRE    III. 

iiKiis  il  (Si  il  iciii.ii(|ii('i-  (ju'iiii  seul  point  de  vue  de  celle  égalité  S 
et  S"'  ne  sont  pas  entiiTenient  (li'teiniinés  ;  Jes  fi  preinières 
colonnes  de  S  '  dépendent  snilenient  des  formes  y,  adjoinles 
aux  ;. 

La  reliilion  enlre  les  ./■  v\  les  /.  jx-nt  s'ohienii'  en  <''<;alanl  les 
expressions  des  coordonné-cs  des  pomls  de  .3k' à  partir  des  deu\ 
bases  M'  et  H'.  On  a  ainsi 

Il  r,     ...     Xn  II  X  .M'  =  Il  ;jti     . .  •     v-p     ''•\     ■■•     '■'«  Il  x  B' 
et 

Il ^1    . . •    -r,, Il  =  Il :-ii    . •  •    i-i,,   >i    ...    >.,„ Il X  s. 

Donc,  à  tout  système  de  A,  c'est-à-dire  à  lonl  point  déterminé 
de  .'^It  correspond,  si/?>o,  une  infinité  de  valeurs  des  x  dépen- 
dant de  /y  indéterminées  entières;  si  yo  =  o,  les  x  sont  déter- 
minés. 

Indiquons  encore  <piel(jues  propriétés  du  nombre  entier  |A(B)|: 
tlaprès  les  j)ropriét(''S  des  tableaux  d  un  module,  c'est  le  plus  qrand 
commun  diviseur  des  déterminants,  en  nombre  infini,  des  tableaux 
du  module.  On  obtient  de  tels  tableaux  en  prenant  les  mineurs 
non  nuls  di'duils  de  la  matrice  A  des  a.  Ces  déterminants  sont 
donc  des  multiples  de  |A(B)|,  mais  on  peut  montrer  en  plus  que 
|A(B)|  est  le  plus  t^raiifl  commun  diviseur  des  mineurs  de  A 
OM,  suivant  une  locution  abrégée  de  Stieltjes,  le  plus  grand, 
commun  diviseur  de  la  matrice  \.  En  ccmsidérant  la  relation 
entre  V,  S~'  et  B,  on  xoit  (|u  on  obtient  le  mineur  formé  des 
lignes  de  rang  /,,  /o,  ....  i„,  de  V  en  multipliant  B  à  gauche 
par  le  mineur  d'ordre  m  de  S~'  formé  |)ar  les  m  dernières  colonnes 
et  les  lignes  de  rang  /, ,  io,  .  .  .,  i,,,.  Donc,  les  nuotienls  des  déter- 
minants de  V  par  A(B)  sont  les  déterminants  des  mineurs  corres- 
pondants de  la  matrice  formée  par  les  m  dernières  colonnes  de 
S~'.  Ces  déterminants  sont  |)reniiers  entre  eux  dans  leur  ensemble,, 
car,  en  applnpiaiil  la  ièi;le  de  Laplace  pour  le  développement  de 
A(S"'),  on  voit  ([ue  le  plus  grand  commun  diviseur  des  dits 
déterminants  doit  diviser  |  A(S~' )  ]  qui  est  égal  à  i. 

Module  de  zéros.  —  Changeant  maintenant  de  point  de  vue^ 
considérons,  dans  un  espace  à  n  dimensions,  les  systèmes  de 
valeurs  des  variables  x;  désignons  toujours  par  C  l'ensemble  de 
tous  les  points  à  coordonnées  entières  de  cet  espace.  Les  équa- 
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lions 

(G  bis)  ;i  =  o,         ;2=o,  ...,         ^,«  =  0 

définissent  un  sous-espace  de  dimension  p  ^= /i — m  contenant 
l'origine.  Les  coefficients  des  formes  q  étant  rationnels,  on  peut 
choisir/)  solutions  infléj)en(lantes  du  système  précédent  qui  soient 
rationnelles  et  même  entières.  Donc,  tous  les  points  de  C  situés 
dans  ce  sous-espace,  c'est-à-dire  toutes  les  solutions  entières  des 
équations  (6  bis),  forment  un  module  lype  Cp  de  dimension  p. 
Le  calcul  |)récédemment  fait  pour  les  valeurs  des  ^  conduit  à 
l'expression  d'une  base  de  Cp',  pour  que  les  ç  soient  nuls,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  A  soient  nuls,  ce  qui  donne  pour  les  x  les 
valeurs 

\\Xi       ^2        •  .  •        ^«  Il  =  Il  l-tl        •  •  •         l^p       O        •  •  •        O  II  X  S 

ou 

Il  Xi       X.2        ...        X,,  Il  =  Il  [i.1        ...         [J-p  |{  X   P, 

P  étant  la  matrice  formée  par  les  p  premières  lignes  de  S  ;  cette 
matrice  est  une  base  de  Cp.  Les  déterminants  des  mineurs  de  P 
sont,  d'après  la  règle  de  Laplace,  des  entiers  premiers  entre 
eux  (');  il  en  est  de  même  de  toute  autre  base  IP,  les  détermi- 
nants ayant  au  plus  (changé  de  signe  [-  d'ordre  m,  A(S)  =  ±  i]. 

Module  rectans'ulciire.  —  Pour  définir  un  sous-module  de  C 
de  dimension  inférieure  à  /i,  on  peut  encore  définir  le  sous-espace 
qui  le  contient  par  un  certain  nombre  de  points  entiers  indé- 
pendants. Prenons  pour  cet  effet  les  m  points  (a\,  a!,,  ...,  rt^,) 
dont  les  coordonnées  sont  les  coefficients  des  ç,  on  aura  un  sys- 
tème de  n  — -  m  =  p  équations  indépendantes  définissant  ce  sous- 
espace  en  prenant  ]3our  leurs  coefficients  p  solutions  indépen- 
dantes de  (6  bis),  notamment  les  lignes  de  P;  soit 

(7)         ^'■j'i-^'^;-r2-+-. ..-^x"jn  =  o     a  =  1,2, . ..,p), 


(')  Une  propriété  connue  du  déterminant  adjoint  montre  même  que  cliacun  de 
ces  mineurs  est  égal,  au  signe  près,  au  déterminant  du  mineur  de  S-'  obtenu  en 
conservant  les  m  dernières  colonnes  et  en  supprimant  les  p  lignes  de  même  ranj; 
que  les  colonnes  conservées  de  P  ;  il  est  donc  égal  au  quotient  par  |A(B)  |  du 
déterminant  du  mineur  correspondant  de  A. 
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en  posant 


P  = 


fiiM'iirti:  iir. 


al     il 


a  '       1^ 


ï" 


Les  points  de  »!."  coiilfiius  dans  ce  Mtii^-(S|);i«c  lomient  un 
module  •i' ,„  de  diinensioti  ru  ;  pour  en  obtenir  une  hase,  on  peut 
suivre  la  inaiclic  iii(li<|iiée  précétlenifiicnl  :  pio-  un  i  iioix  convenable 
des  é(pialions  adjointes  (')  on  peut  obtenir  ro/unie  base  la 
matrice  X  qui  a  pour  lignes  les  m  dernières  colonnes  de  S~^ . 
On  peut  aussi  vi-rilicr  ce  résultat  a  posteriori;  chacune  des  lignes 
de  N  vérifie  bien  les  équations  (-),  ce  qui  résulte  de  SS~'  =  [i]; 
donc  N  est  un  tableau  de  C„i  et  toute  base  est  de  la  forme  r~'N^ 
Sa  termes  entiers;  mais  |  A(S)|  devant  diviser  les  déterminants  de 
tous  les  mineurs  d'ordre  m  de  N  est  égal  à  i  et  \  est  une  base. 

J>es  modules  C p  et  il ,„  constitués  respectivement  par  toutes  les 
solutions  entières  de  systèmes  de  lyi  el p  équations,  peuvent  s'ap- 
peler des  modules  de  zéros  rectangulaires  (-).  Pour  se  donner 
lieux  tels  modules,  on  peut  définir  le  sous-espace  qui  contient  Cp 
par  m  équations  linéaires  indépendantes,  à  coefficients  entiers,  el 
alors  le  sous-espace  de  vL',„  est  défini  par  m  points  entiers  (coeffi- 
cients des  écpiations  )  cl  inversement.  1!  est  à  remarquer  que  si  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice  formée  par  les  m  points 
est  I,  cette  matrice  est  une  hase  de  C,n',  il  suffit  pour  le  prouver 
de  faire  un  raisonnement  analogue  à  celui  ipii  a  été  fait  pour  la 
base  N.  11  est  alors  évident  que  tout  module  de  points  entiers  de 
dimension  inférieure  à  n  est  un  module  de  zéros  si   le  plus  grand 


(')  On  peut  prendre  pour  coefficients  des  équations  adjointes  les  termes  des 
autres  lignes  de  S;  on  constitue  ainsi  un  tableau  B,  dont  les  colonnes  sont  iden- 
tiques aux  lignes  de  S,  en  rangeant  par  exemple  ces  lignes  dans  Tordre  n. 
n  —  I.  ...,  I,  afin  que  les  coefficients  des  équations  (7)  constituent  les  p  dernières 
colonnes.  Mais  B,  étant  modulaire  sa  forme  réduite  est  [1],  et,  pour  l'y  ramener, 
il  faut  le  muilipiier  par  By'  dont  les  lignes  sont  identiques  aux  colonnes  de  S~' 
prises  en  ordre  inverse.  La  base  de  C„^  s'obtient  en  prenant  les  m  premières  lignes 
de  B]"',  donc  les  m  dernières  colonnes  de  S~'. 

(-)  Dans  l'espace  à  trois  dimensions,  l'un  de  ces  modules  est  l'ensemble  des 
points  de  C  situés  dans  un  plan  passant  par  l'origine,  l'autre  est  l'ensemble  des 
points  sur  la  droite  issue  de  0  et  perpendiculaire  au  pian  (en  supposant  les  axes 
rectangulaires);  d'où  la  dénomination  précédente. 
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comiiiiiii  diviseur  de  sa  hase  est  i  et  un  sous-module  d'un  module 
de  zéros  si  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  supérieur  à  i. 


Problèmes  diopliantiques. 

On  peut  grouper,  sous  le  nom  adéquations  diopliantiques  ('), 
les  équations  et  systèmes  d  équations  dont  on  cherclie  la  solution 
en  nombres  entiers.  Nous  nous  occuperons  seulement  ici  des 
systèmes  d'équations  linéaires  à  coefficients  entiers.  On  peut 
ramener  à  ce  cas  celui  des  systèmes  d'équations  et  congruences 
linéaires  ;  en  elTet,  on  peut  toujours  remplacer  la  résolution  de 
l'équation  congruenlielle  à  n  inconnues 

f{x^^x.i,...,Xn)^o         (mod.a) 

par  celle  de  léquation  à  /?  -i-  i  inconnues 

f{Xi,  X2, x,i)  —  ay  =  o. 

Avant  d'aborder  le  cas  général,  nous  allons  appliquer  les 
méthodes  et  résultats  précédents  au  cas  bien  connu  d'une  équa- 
tion linéaire  à  deux  inconnues,  ou,  ce  cjui  est  équivalent,  d'une 
congruence  linéaire  à  une  inconnue 

ax  -f-  by  =  c 
ou 

ax  ^  c         (mod.b  ). 

Les  valeurs  de  la  forme  q  =  acc-{-  by  pour  j?  et  y  entiers 
forment  un  module  de  nombres  dont  la  base  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  d  de  a  et  b.  D'ailleurs,  en  ajoutant  à  H  la 
forme  7.  =  ^r,  on  obtient  sans  difficulté  la  base  réduite  du  module 
de  points  (r,,  ;) 


ri 


b 

b 



0 

.     , 

d 

= 

d 

.r, 

d 

X, 

a 

— 

I 

a 

d 

X 

1 

0 

b 

(')  Cette  dénomination  n'est  peut-i'tre  pas  d'une  très  grande  justesse  histo- 
rique. Il  semble  bien  que  Diophante  est  le  premier  des  géomètres  grecs  qui  se 
soit  occupé  des  équations  indépendamment  de  leur  origine  ou  signification  géomé- 
trique; mais  il  ne  semble  pas  avoir  toujours  fait  une  distinction  bien  nette  entre 
la  recherche  des  solutions  entières  et  celle  des  solutions  quelconques. 


5fi 


ciiM'iiiii:   III. 


iloiic,  011  ii|i|iliijii.iiil  les  n'rsiilUils  l'uihlis  il.itis  le  cas  général, 

ax  -\-  b  y  =^  A'/. 


X    JK  II  =  'I  \>-     A  II  X 


d  l 


l'mir(|iic  I  (•(|iiiiliuii  ;iil  (!<■■>  >()liit  ir»iis,  il  (;iiil  (Jin-  r  ->()\\  (le  la 
{nvuw '/.(! ,  (■'«•sl-à-diic  soil  <li \  isiljlc  par  le  jiliis  grand  conininn 
(iixixiii'  (If  (i  el  h\  >  il  ni  est  ainsi,  les  solutions  sc^nl  donnéfs  |)ar 

^  =  ^'^  +  ''4'     y=y'7i-''''iî- 

\)m\>  le  ras  de  la  congruenee,  les  seules  valeurs  de  .r  importent  el 
pour  avoir  toutes  les  solutions  dislincles  (niod.  b.  il  siillil  de 
donner  à  u,  d —  i  valeurs  incongrues  (mod.  d ). 

Passons  à  \\n  sjslèine  de  m  éf|uations  à  n  inconnues;  nous 
supposerons  qu'on  a  fait  au  préalable  rélude  algébrique  du 
système  et  que  les  équations  considérées  sont  les  équations  prin- 
cipales du  système  à  résoudre,  supposé  possible  ;  on  a  alors  ni  ^  n 
el  le  rang  de  la  matrice  A  des  coefficients  est  m. 

Si  les  équations  sont  homogènes,  leurs  solutions  sont  les  points 
d'un  module  de  zéros;  elles  s'expriment  au  moyen  de  n  —  m 
indéterminées  entières  (il  est  alors  nécessaire  que  n  soit  plus 
grand  ([lie  m)  et  dune  matrice  dont  nous  avons  inditjué  une  déter- 
mination j)ratique  (').  Les  lignes  dune  base  P  constituent  un 
système  de  solutions  particulières,  (jui  est  appelé  par  divers 
nuleurs  système  de  solutions  fondamentales.  l\  y  a  une  infinité 
de  tels  svstèmes  obtenus  en  remplaçant  1'  par  -\*  {  -  unimoduluire  ). 

Les  mêmes  calculs  sont  encore  aj)plicables  juiur  m  njuations 
non  homogènes 

(8)  î,  =  «,,  îo=//.,  ....  ;,„=;/,„; 

pour  (pi  elles  aient  des  solutions,  il  faut  et  il  suffit  (pie  («i,  «j, ...,  u,n) 
soit  un  point  du  module  Oit  formé  par  les  points  (;,,  Ço,  \m)- 


(')  La  intitliodc  de  résolulioa  ainsi  donnée  par  adjonction  de  n  —  m  colonnes 
complémentaires  el  réduclion  du  laljjeau  ainsi  obtenu  n'est  pas,  en  somme, 
diiïérente  de  celle  indiquée  par  Euler  (œuvres  posthumes),  signalée  ensuite  par 
Jacobi  et  reprise  délinilivenient  par  Hermiie  {cf.  Stieltjes.  toc.  cit.). 
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La  vérilicaliiin  en  osl  f;icile  si  I Ou  a  mi^  la  hase  (le  ce  module  sous 
la  foruie  réduite  15  :  il  suflil  de  résoudre  de  proche  en  proche 
le  svslènie  d"é(jualions  en  ).,, 

,,  1       ^'«-1     .     >  ^»i     \ 

'■•'in-X  —  •^ni'^ni        "^  '^m-l'^ in-\i 


Ui  —  A  ,;(  C ,f,        -7-  f'iit  -1  C^,,_  j  -4-  .  .  .  -r-  ''1  C  1 

Cl  de  vérifier  si  les  À  ohlenus  sonl  des  entiers.  S'il  eu  est  ainsi, 
les  équations  ont  des  solutions  en  nombres  entiers  données  par  la 
formule 

\\  Xi      Xi       ...       Xn   11  =  Il    Ui        .  .  .       :-«./,      Àl       ...       )v«   Il  X  S, 

les  'i.  étant  des  indéterminées  entières.  En  appelant  P'  la  matrice 
formée  jiar  les  m  dernières  lignes  de  S, 

11^1      •••     a-^  Il  =  Il  -jLi      ...      [Ji/.  Il  X  P-^  Il  ).i      ...     X;„  Il  X  P'. 

La  première  partie  du  deuxième  membre  est  la  solution  générale 
des  équations  sans  deuxième  membre  ç,=  o,  la  deuxième  partie 
est  une  solution  particulière  des  équations  proposées,  c'est  une 
expression  des  solutions,  dont  les  analogues  sont  bien  coianues 
{voir  Chap.  I,  p.  i4-i5).  ^n  voit  aussi  qu'une  partie  des  calculs 
peut  encore  servir  si  l'on  change  les  deuxièmes  membres. 

On  peut  estimer  que  la  condition  ainsi  trouvée  pour  la  possibi- 
lité de  solutions  en  nombres  entiers  n'est  pas  suffisamment  symé- 
trique ou  élégante.  Une  autre  coudilion  a  été  indiquée  par 
MM.  Heger  et  Smith  :  pour  que  les  équations  (8)  aient  des 
solutions  en  nombres  entiers^  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  la  matrice  des  coefficients  des  ; 
soit  identique  au  plus  grand  commun  diviseur  de  cette 
même  matrice  complétée  par  une  ligne  formée  des  deuxièmes 
membres  ('  ). 

(')  GeLte  coiiditioD  d'un  énoncé  en  apparence  plus  simple  que  le  précédent 
peut  être  en  réalité  plus  dillicile  à  vérifier;  il  faut,  en  effet,  former  les  déter- 
minants des  mineurs  qui  peuvent  être  en  assez  grand  nombre  et  d'ordre  assez 
élevé.  Dans  le  cas  de  /?i  =  n,  elle  est  identique  à  la  résolution  de  l'équation  par 
les  formules  de  Cramer  et  à  la  vérification  a  /jos^e/v'o/-;  que  les  solutions  trouvées 
sont  entières. 


(  MAPITIU:    III. 


I.c  inciiiiiT  (le  ces  plus  grands  communs  diviseurs  d  esl  évideni- 
nu'ni  un  inullipie  du  second  d' .  l'otir  démontrer  la  réci[)rocjue, 
cousidérons  les  m  équations  homog«"'iies  à  //  H-  i   inconnues 

el  clirrelions  la  coiidilif)ii  jxiiir  i|ii  elles  aieiil  un  sv>-h"ine  de  solu- 
tions enlirres  où  u^o  soit  égal  à  I.  <  )ri  peut  prnidrr  pour  Ijase  du 
uiodult;  de  zéros  des  y  hi  matrice  de  '  vp<'  (  ni  -t  *  ■  //  -t-  i  ) 


o 

alors  il  faut  el  il  suffit  que  to=i.  Or,  on  peut  exprimer  de 
diverses  façons  le  déterminant  dun  mineur  de  cette  matrice  con- 
tenant la  dernière  colonne.  Dune  part,  il  est  égal  à  ly  multiplié 
par  le  déterminant  d'un  mineur  de  P,  c'est-à-dire  d'un  mineur 
de  S  [p  premières  lignes,  colonnes  de  rang  /, ,  ...,  ip).  Mais, 
d  après  une  propriété  connue  du  déterminant  adjoint,  ce  délermi- 
nanl  est  égal  au  mineur  de  S~'  obtenu  en  supprimant  les  p  pre- 
mières colonnes  et  les  lignes   /, ip]    nous  avons  vu  (pie  ce 

déterminant  est  lui-même  égal  au  mineur  correspondant  de  A 
(suppression  des  lignes  /, ,  . . .,  ip),  divisé  par  |  A(B  )  |  =  f/.  D'autre 
part,  en  raisonnant  de  même  sur  la  matrice  P,,  on  trouve  que  le 
déterminant  considéré  est  encore  égal  au  quotient  |)ar  d'  du  mi- 
neur de  la  matrice  des  coefficients  des  y.  obtenu  par  suppression 
des  lignes  de  rang  /,,  ...,  ip,  et  n,  c'est-à-dire,  en  définitif,  du 
mineur  de  A  déjà  trouvé.  Donc  -^  =  — ,  el  la  propriété  est  démon- 
trée ('). 

On  peut  encore  ranger  parmi  les  problèmes  dioplian tiques  la 
recherche  des  tableaux  à  termes  entiers  vérifiant  certaines  condi- 
tions. Nous  nous  contenterons  tlindiquer  ici  deux  problèmes  posés 


(')  On  peut  nolaniinenl  appliquer  ce  résullat  à  fétude  du  système  de  con- 
gruence*  x,  i=H  a,  (mod.  a,)  qu'on  lencontre  dans  l'élude  d'une  congruence  de 
module  composé.  La  condilion  de  possibiiilé  est  que  chaque  différence  |  a, —  a- 
soit  respectivement  divisible  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  .  a^.  Com- 
parer aussi  celle  démonstration  avec  la  note  (i),  page  53. 
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et  résolus  par  Ilermite  et  dont  la  tliéoric  prccédentc  fournit  égale- 
ment la  solution. 

1 .  Etant  donnée  une  matrice  M  à  te/mes  entiers  de  type  {m,  n) 
et  de  rang  m,  trouver  une  matrice  X  à  termes  entiers  de 
type  (n  —  m,  n)  et  de  rang  n  —  m  qui  /orme  avec  la  première 
un  déterminant  ayant  une  valeur  donnée,  multiple  toutefois 
du  plus  grand  commun  diviseur  de  M.  On  |)eut  traduire  ce 
problème  par  léquation  symbolique 

A('M  =  Ax(p.g.c.d.deM), 

M  définit  un  sous-esi)ace  de  dimension  tn  et  l'ensemble  des  points 
de  C  qui  v  sont  contenus  forme  un  module  dont  on  sait  déterminer 
une  base  M,  [voir  module  rectangulaire);  on  a 

M  =  T  X  M,,         A(T)  =  p.  g.  c.  d.  de  M. 

Les  lignes  de  M|  sont  les  m  dernières  colonnes  d'un  tal)]eau  uni- 
modulaire  S~'  ;  les  n  —  m  premières  colonnes  prises  comme  lignes 
forment  une  matrice  N|  qui,  avec  la  précédente,  constitue  un 
tableau  unimodulaire 

MA  /M. 

Ni/  Vn, 


Il  est  facile  de  déduire  de  là  les  solutions  du  problème  proposé. 
D'une  part,  tout  tableau  (    ,  j  doit  être  égal  au  produit  à  droite 

du   tableau   modulaire  (    ^    |  par  un   tableau   à  termes  entiers  S. 

Mais  le  produit  par  (  1  de  la  matrice  formée  par  les  m  pre- 
mières lignes  de  2  doit  donner  M.  Cette  matrice  se  compose  donc 
du  tableau  T  bordé  de  n  —  m  coFonnes  de  zéros.  On  peut  alors 
décomposer  la  matrice  des  n  —  m  dernières  lignes  de  ii  en  une 
matrice  A  formée  par  les  m  premières  colonnes  et  un  tableau  Z 
formé  par  les  n  —  m  dernières  colonnes,  soit  d'une  façon  symbo- 
lique 

T     0\  /M\  /Ml' 

A     Z  >  n)  =  ^x     N, 


Go  ciiviMinK  m.  —  KMiEits  i;r  svstkmks  d'kmikhs. 

/  X  <  p.  g.  C.  il.  Mj  =  I  A(l;  I  =  j  M  l;  I  X  .  A'  Z  ,  „ 
/,  =  \\(Z)l 

on  :t  ain^i  une  re>liicli()n  j)uur  le  hibleaii  Z,  mais  <:'e^l  la  seule  cl 
A  t'((inC  une  imitrire  quelconque  à  termes  e/i fiers  de  type 
{n — />i.  ni)  >'/  Z  ////  liihh'iiu  à  ti'rmcs  entiers  dnrclrc  n  —  //?, 
tel  (lue  ]  A(  '/)j  =  /,,  tout  tuhleau 


(a    z)^(nJ  =  (      X      ) 


répond  à  la  question  et  toutes  les  solutions  du  problème  sont 
don  n  ées  par  la  for  m  u  le 

X  =  A.M,  — ZN,. 
Ou  |)enl  énoncer  ainsi  le  second  problème  : 

U.  Trouver  une  matrice  de  type  [n  —  i.  n)  telle  que  les  dé- 
terminants de  ses  mineurs  aient  des  valeurs  données.  Si  a,^ 

«21  ••■7   (■hi   sont  ces  valeurs  et  si  .r,,  X2 -r«  esl   une   ligne 

quelconque  de  la  malrice  cherchée,  on  doit  avoir 

rt,ri-r-.  .  .-H  <7„X„=  o, 

donc  chacune  de  ces  matrices  étant  constituée  par  n  —  i  points  du 
module  de  zéros  C„_i  déhni  par  celte  écjualion,  est  une  malrice 
de  tl"rt_|.  Si  M,  est  une  hase  de  >l'„_i,  base  qu'on  sait  pratiquement 
trouver,  les  déterminants  des  mineurs  de  M,  sont 

-j-r  -7-'  ••••  -7-1  d  =  {ai.a, an^- 

Toute  matrice  de  C//_i  est  de  la  forme  -M.,  i^l'  à  termes  entiers) 
et  les  déterminants  de  ses  mineurs  sonl  A(S)  x  -j'  Toutes  les 
solutions  du  problème  sont  donc  données  par  la  formule 

Z  X  M,, 

I  étan/  un  tableau  à  ternies  entiers  quelconques,  mais  dont  le 
déterminant  est  és^al  à  d. 
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CHAPITRE  IV. 

LES  NOMBRES  ET  LES  ENTIERS  ALGÉBRIQUES. 


Nous  allons,  dans  ces  deux  Chapitres,  appliquer  les  considé- 
rations précédentes  aux  noryibres  algébriques.  On  appelle  ainsi 
les  racines  réelles  ou  imaginaires  d'équations  algébriques  à  coeffi- 
cients rationnels  ou  entiers.  Bien  entendu,  nous  ne  soulèverons  ici 
aucune  difficulté  au  sujet  de  I  existence  de  ces  racines  et  suppose- 
rons acquis  le  théorème  de  d'Alembert  (').  Ces  nombres  sont,  en 
somme,  les  plus  simples  après  les  nombres  rationnels  et  il  semble 
naturel  d'attacher  une  assez  grande  importance  à  leur  étude.  Ce 
fut  d'ailleurs  une  des  préoccupations  essentielles  d'Hermite  qui 
voyait  dans  la  recherche  des  propriétés  particulières  ou  caracté- 
ristiques des  nombres  algébriques  un  des  problèmes  les  plus  im- 
portants de  la  Théorie  des  Nombres  (-).  A  l'heure  actuelle  ce 
problème  est  loin  d'être  résolu  ;  mais  une  partie  de  la  question  a 
donné  lieu,  surtout  en  Allemagne,  à  des  développements  impor- 
tants;   c'est    l'extension    à   certains    ensembles  de  nombres  algé- 

(')  Toute  démonstration  de  ce  théorème,  qui  est  vi'ai  pour  des  coefûcients 
quelconques,  repose  en  général  sur  l'idée  de  continuité,  c'est-à-dire  sur  une  défi- 
nition du  nombre  irrationnel  général,  par  exemple,  au  moyen  d'une  coupure.  On 
pourrait  chercher  à  montrer  l'existence  logique  des  nombres  algébriques  et  de 
leur  calcul  à  partir  de  la  seule  idée  de  nombre  entier.  C'est  ce  qu'a  fait 
M.  J.  Drach  dans  Taxnery,  Introduction  à  l'étude  de  la  Théorie  des  Nombres, 
Paris,  1895. 

(-)  «  Dans  cette  immense  étendue  de  recherches  qui  nous  a  été  laissée  par 
M.  Gaussï,  écrit-il  à  Jacobi,  «l'Algèbre  et  la  Théorie  des  Nombres  me  paraissent 
devoir  se  confondre  dans  un  même  ordre  de  notions  analytiques  dont  nos  con- 
naissances aciuelles  ne  nous  permettent  pas  encore  de  nous  faire  une  juste  idée. 
Peut-être  cependant  doit-on  entrevoir  qu'il  appartiendra  à  celle  partie  de  la 
Science,  constituée  ainsi  sur  ses  véritables  bases,  d'offrir  le  tableau  de  tous  les 
éléments,  en  nombre  lini  ou  illimité,  dont  dépendent  les  racines  des  équations 
algébriques,  séparés  en  types  irréductibles  et  classés  suivant  leurs  rapports 
naturels.  » 
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hriiiiies  des  propriétés  des  iKJinbres  raliomiels  et  des  notuhres 
entiers.  C'est  surtout  de  coWi-  .•\iin.;i(in  «jm'  imiis  nous  occupe- 
rons ici. 

Polynômes  et  équations. 

Rii|)pel()iis  d'iiljord  (piclrpics  notions  élémentaires  sur  les  poly- 
nômes et  IfS  équaliniis  al^f'-hriipies  :  nous  avons  cité*  le  théorème 
de  d'AlemlxMt,  il  rnlraîne  IVxi-'Ienie  de  n  racines  poni-  une  é'(pia- 
lion  algébrique  de  degré  n  et  l'on  sait  rpie  les  fonctions  symé- 
triques rationnelles  de  ces  racines  s'expriment  rationnellement  au 
nio\en  des  coefficients.  Les  racines  communes  à  deux  é(juations, 
<ni  les  racines  il  Un  ordre  de  niiiltiplicilé  délermini-  <i  une  équation 
sont  les  zt'-ros  sinqiles  dun  polynôme  qu'on  peut  lormer  par  des 
opérations  rationnelles  à  partir  des  jjolvnome*  premiers  membres 
des  équations  données. 

Ces  propriétés  qui  sont  ^raies,  quels  que  soient  les  coefficients, 
montrent  l'importance  de  la  notion  de  domaine  de  rationalité. 
On  appelle  domaine  de  rationalité  de  a,,  Xo,  ...,  a;t  l'ensemble 
des  fonctions  rationnelles  à  coefficients  rationnels  de  X),  ao,  ...,  a*; 
ceci  peut  l'étendre  au  cas  où  les  a  seraient  en  nombre  infini.  Si 
les  coefficients  d'une  équation  sont  numéri(|ues,  ce  que  nous  sup- 
poserons toujours,  le  domaine  de  rationalité  qu  ds  di'finissent  est 
un  ensemble  de  nombres;  on  voit  immédiatement  comment,  avec 
cette  locution,  on  peut  énoncer  les  principes  rappelés. 

]Mais  on  peut  aussi  envisager  un  domaine  de  rationalité  R, 
numérique,  défini  a  prioii,  et  les  polynômes  dont  les  coeflicients 
sont  dans  ce  domaine,  on  dit.  pour  abréger,  \es polynômes  de  H. 
On  dit  alors  qu'un  polynôme  de  R  est  irréductible  dans  R  s'il 
n'est  divisible  par  aucun  autre  polynôme  (')  de  R.  Les  poly- 
nômes irréductibles  jouent  en  quelque  sorte  le  rôle  de  facteurs 
premiers  dans  le  domaine;  tout  polynôme  qui  n'est  pas  irré- 
ductible est  décomposable  d'une  seule  façon  en  un  produit  de 
facteurs  irréductibles,  en  ne  distinguant  pas   un  diviseur  et  son 


(')  Dans  le  cas  où  le  domaine  est  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels  ou  ima- 
ginaires, les  seuls  poljnomes  irréductibles  sont  tous  les  binômes  du  premier 
degré;  dans  le  cas  de  lensemble  des  nombres  réels,  il  faut  ajouter  à  ces  binômes 
les  trinômes  du  second  degré,  somme  de  deux  carrés. 
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produit  par  un  facteur  numérique;  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'un  |)olvnome  G(x)  et  ti'un  autre  F(\r)  irréduclihie  dans  le  même 
domaine  R,  ne  peut  être  cpie  V  lui-jnème  ou  une  constante  numé- 
rique. En  rapprochant  ceci  des  relations  évidentes  entre  la  divisi- 
bilité et  les  zéros,  on  obtient  ce  principe  d'une  application 
constante. 

Si  un  polynôme  G(.r)  de  R  admet  uti  zéro  d'un  poly- 
nôme F(j7)  irréductible  dans  R,  G  (a:)  est  divisible  par  F(x) 
e/,  par  suite ^  admet  tous  les  zéros  de  F  ('  ). 

En  elFet,  le  zéro  commun  doit  annuler  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  F  et  G,  qui,  étant  ainsi  de  degré  non  nul,  ne  peut 
être  que  F. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  du  domaine  des  nombres 
rationnels.  Si  l'on  s'occupe  surtout  des  équations  et  de  leurs  ra- 
cines, on  peut  toujours  supposer  que,  après  réduction  des  termes 
semblables,  les  coefficients  des  polynômes  premiers  membres 
sont  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux;  d'après  une  déno- 
mination de  Gauss  un  tel  polynôme  est  dit  primaire.  L'intro- 
duction de  ces  polynômes  est  justifiée  par  la  propriété  due  aussi 
à  Gauss  : 

Le  produit  FGt/e  deux  polynômes  primaires  est  encore  un 
polynôme  primaire. 

Nous  allons  montrer  qu'il  est  impossible  que  les  termes  du 
produit  soient  divisibles  par  un  nombre  premier  />;  séparons 
dans  F(^)  les  termes,  s'ils  existent,  dont  les  coefficients  sont 
divisibles  par/;,  soity(^)  le  polynôme  qu'ils  forment 

¥ {x)  =  f{x)  -\-  'f{x),         (^{x)  =  'XqxV--\-  a.xxV--^-^. . . 
(les  a  non  divisibles  par/?), 

f{x)  |)eut  être  identiquement  nul,  mais  d'a()rès  l'hypotlièse  '.s(a:) 
existe  et  l'on  peut  sujjposer  ao^^o.  De  même,  pour  G(;r), 

G(a-)  =  g{x)  -+-  7(0-),         y(a;)  =  '^qX'''^  Pia"V-i  + 


(')  Dans  les  cours  de  Spéciales  on  démontre  ce  principe  pour   le  domaine  des 
nombres  réels,  c'est  le  théorème  sur  les  racines  imai^inaires  conjuguées. 
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Mais  alors  on  a 

F(.r)  >'  G(x  I  —  /(j:)  X  frir)  — /(t)-{( x)  —  ^'(^)  '^(x)  =  <f(x)'({x). 

Si  tous  les  coeKicienls  de  VG  élaicnl  divisibles  par  /?,  il  en  serait 
de  même  des  coefficients  du  polvnome  premiei"  membre  de  cette 
égalité,  mais  ceci  est  absurdr.  cjir  diiiis  le  dciixirmc  membre,  le 
coeflicienL  a„  |j„  (bi  lernie  de  plus  liaut  (b-;^r<'  ii  est  jia-.  divisible 
|)ar  />,  a,,  et  [j„  ne  j'c-lanl  pas. 

Ou  piiil  (loiiiiei'  lies  lniiiies  jiliis  ou  iiidiu^  iliverses  à  l'énoncé 
précédent:  il  eu  résulte  notamment  (jue  :  si  un  polynôme  à 
coefficients  enlicrs  est  di^'isible  par  un  polynôme  primaire^  le 
quotient  a  ses  coefficients  entiers.  Car,  eu  mettant  en  facteur 
dans  les  termes  de  ce  quotient  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
on  peut  le  mettre  sous  la  forme  -.  f{x)^  pétant  |)riniaire;  le  [>oly- 

nome  primitif  est  donc  le  produit  de  -.  par  un  |)oljnome  primaire 

(produit  de  deux  tels  poljnomes);  donc  -  est  un  entier,  et  c'est 
ce  qu'il  fallait  (b'-montrer.  On  peut  encore  en  conclure  fjue  si  un 
polvnome  à  coe(firicnls  entiers  est  dêcomposable  en  un  produit 
de  facteurs  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels^  on  peut 
toujours  supposa-  que  ses  facteurs  sont  à  coefficients  entiers. 
Remarquons  en  terminant  que  ces  considérations  s'étendent 
immédiatement  à  des  polynômes  à  plusieurs  variables  F(t,  j^,  z).  Il 
suflil  de  ranger  leurs  termes  par  bauleur,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  de  faire  le  cbangcment  de  variables  indiqué  par  Kronecker 

r  —  t,        y  =  t^,         z  =  f>% 

(0  étant  choisi  assez  grand;  à  cliaque  terme  du  polynôme  en  /  ainsi 
obtenu  correspond  un  et  un  seul  terme  de  laDcien  polynôme 
en  X,  y,  ;,  et  réciprocpiemcnt.  Les  coefficients  sont  donc  les 
mêmes  et  l'on  a  les  mêmes  réductions  dans  le  produit  de  deux 
polynômes  en  x,  y.,  z,  et  dans  le  produit  des  polynômes  en  t  cor- 
respondants. 

Corps  algébriques. 

D'après  ce  qui  précède,  un  nombre  algéljri(pie  a  est  toujours 
racine  d'une  équation  F(a;)  =  o,  F(^)  étant  primaire  et  irré- 
ductible dans  le  domaine  des  nombres  rationnels;  ce  polynôme 
est  en  outre  unique,  au  produit  près  par  —  i  :  tout  autre  polynôme 
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F,(.r)  ayant  a  pour  zéro  est  un  mulllple  de  F(^);  s'il  est  irréduc- 
tible il  n'en  peut  ililTérer  que  par  un  faeteur  numérique  et  ce  fac- 
teur est  dz  I ,  si  F,  comme  F  est  primaire.  Le  degré  de  F,  qui  est 
ainsi  bien  déterminé,  est  dit  le  degré  du  nombre  algébrique  rj. 
et  les  n  racines  de  V  équation^  a,,  a^,  ...,  a„,  dont  l'une  est  a,  les 
nombres  conjugués  de  a;  d'après  le  théorème  sur  les  équations 
irréductibles,  toute  relation  rationnelle  à  coefficienls  rationnels 
vérifiée  par  un  nombre  algébriciue  est  vérifiée  par  tous  ses  conju- 
gués. Il  est  aussi  commode,  quoique  moins  usuel,  de  donner  un 
nom  à  F(j7),  par  exemple,  le  polynôme  ou  V équation  fonda- 
mentale de  a.  Les  nombres  rationnels  sont  des  nombres  algé- 
briques de  degré  i,  donc  sans  conjugués. 

Les  fonctions  symétriques  rationnelles  à  coefficients  rationnels 
des  n  nombres  conjugués  de  a  sont  des  nombres  rationnels.  Cer- 
taines d'entre  elles  ont  reçu  des  dénominations  d'un  usage  assez 
commode  :  le  produit  a,a;j...a,^  est  dit  la  norme  de  a  :  N(a); 
la  somme  a, -r  a^ -}-•  •  •+ y-«  est  dite  la  trace  (du  mot  allemand 
Spur);  enfin  le  produit  des  carrés  des  différences 


n(x/— ay) 


(a,j2 


{y-^.f 


(Xi/'-l        («o/'- 


{^n}"' 


("■'■n)"- 


est  appelé  le  discriminant  du  nombre;  c'est  dailleurs,  à  un  facteur 
numérique  près,  ce  qu'on  appelle  habituellement  le  discriminant 
de  l'équation  fondamentale. 

Ceci  posé,  envisageons  plusieurs  nombres  algébriques  en]nombre 
fini  a,  3,  -'  et  le  domaine  de  rationalité  qu'ils  définissent.  L'en- 
semble des  nombres  K(a,  jii,  y)  ainsi  obtenu  est  connu  sous  le 
nom  de  corps  algébricjue  (  '  ).  Tout  nomLre  de  K 

TTT  =  o  (  a ,  2 ,  Y  ) 

(M  Celte  notion  de  corps  qui  remonte  à  Galois  peut  s'étendre  en  partant  d'un 
domaine  de  rationalité  plus  général  que  celui  des  nombres  rationnels.  Mais  alors 
on  fait  une  distinction  assez  nette  entre  les  éléments  du  domaine  de  rationalité  et 
les  éléments  nouveaux  introduits  qu'on  se  propose  plus  ou  moins  de  calculer  au 
moyen  d'expressions  algébriques  plus  simples.  Au  contraire,  dans  ce  qui  suit,  nous 
ne  nous  attacherons  pas  à  la  recherche  d'une  expression  particulière  des  nombres 
algébriques,  mais  plutôt  à  l'arithmétique  de  l'ensemble  des  nombres  du  corps. 

C.  5 


y 


(i6  (  iiM'iiiu;  i\. 

esl  encorr  un  nonihrc  al^t''l>n(|in'.  (  )n  |ii'iil  le  \nii-  en  ('-liininant 
a,  3,  •'  entre  celle  é({nati«jn  el  les  «-qiialions  (ondameiilales  (Je  ces 
nomhrcs;  ou,  ce  (jui  revienl  an  même,  rn  formanl  les  fonctions 
syni«''lri(jnes  élihnentaires  »l<'  tons  le>  nonilires  ohleniis  en  rempla- 
çant dans  o  de  toutes  les  façons  j)ftssil)lr>  t..  'j,  -/  par  leiir>  conju- 
gués. Ces  fonctions  «'taiil  sépartMiient  svniélrnpies  par  rap|)orl  aux 
a,-,  ^y,  Ya  sont  des  nombres  ruiionnels;  ce  seuil  les  coefficienl> 
d'une  équation  dont  ^tj  est  racine;  N;  dei;n'-  de  cette  «'(juation  est  le 
|)roduil  des  de';rés  de  a,  ^j,  ■',  mais  comme  elle  n'est  pas  nécessai- 
rement irréductible,  on  peut  seulement  affirmer  quon  a  ainsi  un 
multiple  du  degré  de  to.  Il  n'y  a  pas  lieu  daltaclier  diniportancc 
au  nombre  d'irrationnelles  distinctes  a,  |j,  -',  car.  ainsi  (|ue  l'a 
montré  Galois,  tout  corps  al'j[<'hri(fue  j>eut  ittre  engendi  <■  jxtr  un 
seul  de  ses  éléments  comendhlenienl  choisi. 

Considérons  en  eflel  une  fonction  rationnelle  à  coefficients 
rationnels  de  3  variables  laulanl  (jue  d'iirationnelles  qui  servent 
à  définir  le  corps) 

assujettie  à  prendre  des  \aleurs  distinctes  quand  on  y  remplace 
a*,  j)',  c  respecti\einenl  par  le>  nombres  conjugués  de  a,  'i.  y  de 
toutes  les  façons  |)ossibles;  on  aura,  par  exemple,  une  telle  fonc- 
tion en  considérant  u x  -^  ly  -{-  ^"i' ^ ,  U-  «'.  *v  étant  des  fractions 
convenablement  choisies  (').  La  fonction  •!/  étant  choisie,  soit  to  sa 
valeur  pour  a,  [3,  v,  ce  nombre  (o  est  dans  K(  a,  ^,  y)  et  il  en  esl  de 
même  de  tout  nombre  de  K((jj  ).  Pour  démontrer  la  réciproque, 
formons  le  produit 

/.< 
étendu  à  tous  les  nombres  conjugués  de  3  et  v;  $,  d  après  une 


(')  Pour  monlrer  la  possibilité  de  ce  «lioix  considérons  toutes  les  dillérences 
possibles  des  valeurs  de  celle  fonction  prises  deux  à  deux  et  séparons-les  en  trois 
groupes  :  celles  qui  ne  contiennent  ni  u.  ni  r;  celle?  qui  contenant  c,  ne  con- 
tiennent pas  m;  enfin  celles  qui  contiennent  u.  l^our  qu'aucune  des  différences  du 
premier  groupe  ne  soit  nulle,  il  suffit  de  choisir  w  non  nul;  ce  choix  fait,  les 
valeurs  de  v  qui  annulent  les  difTéremes  du  deuxième  groupe  sont  en  nombre 
fini,  on  peut  donc  choisir  c  rationnel  et  différent  des  valeurs  précédentes:  de  même, 
pour  le  choix  de  u.  et  ainsi  de  suite  s'il  y  a  plus  de  trois  irrationnelles. 
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remarque  précédeiile,  esl  une  fonclion  ralionnelle  en  to  el  x,  à 
coefficients  rationnels.  Son  numérateur  ¥(x),  considéré  comme 
polynôme  en  x,  appartient  au  domaine  K((o),  il  ne  s'annule  pour 
aucun  des  nombres  conjuj^ués  de  a,  à  l'exception  de  a  lui-même, 
puisque  d  après  Ihypothèse  aucun  des  facteurs  du  second  membre 
n'est  nul.  Mais  alors  sif{x)  =  o  est  l'équation  fondamentale  de  a, 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  F  et  fa.  a  pour  seul  zéro,  il  est 
donc  du  premier  degré  et  a  est  le  quotient  de  ses  coefficients.  Or, 
/(x)  étant  à  coefficients  rationnels  appartient  <7/b/"^/o/'i  à  K(a)), 
il  en  est  de  même  du  plus  grand  commun  diviseur  et  par  suite  de  a. 
On  le  \éri(ierait  de  même  pour  p  et  v  et  il  en  est  par  conséquent 
ainsi  pour  tout  nombre  de  lv(a,  [j,v);  la  démonstration  est  évi- 
demment générale. 

Tout  nombre  qui  peut  ainsi  engendrer  un  corps  algébrique 
est  dit  un  élément  primitif  du  corps.  Si  to  et  oj'  sont  deux  élé- 
ments primitifs  d'un  même  corps,  oj  appartient  à  K(to')  et  a  un 
degré  au  plus  égal  à  celui  de  o^';  de  même  pour  o)'  |)ar  rapport  à  oj, 
il  en  résulte  que  les  degrés  de  deux  et,  par  suite,  de  tous  les 
éléments  primitifs  du  corps  sont  égaux,  ce  degré  commun  est 
dit  le  degré  du  corps.  D'autre  part,  la  démonstration  précédente 
appliquée  à  K.(oj)  montre  que  pour  engendrer  ce  corps  on  peut 
remplacera)  par  toute  fonction  rationnelle  à  coefficients  rationnels 

w'  =  e(w), 

pourvu  que  h{x)  prenne /i  valeurs  distinctes,  quand  on  remplace  :r 
par  les  n  nombres  conjugués  de  co.  On  obtient  ainsi  de  nouveaux 
éléments  primitifs  à  partir  de  l'un  d'entre  eux;  c'est  la  seule  façon 
d'en  obtenir.  En  eftet,  si  les  n  valeurs  àÇtoi)  d'une  fonclion  h(x) 
ne  sont  pas  distinctes,  ces  n  valeurs  sont  racines  d'une  équation  à 
coefficients  rationnels  de  degré  n  mais  à  racines  multiples;  donc, 
l'élément  du  corps  /i(w),  racine  particulière  de  celte  équation,  est 
de  degré  inférieur  à  n  et  ne  saurait  être  un  élément  primitif.  On 
\oit  en  outre  que  tout  élément  imprimitif  est  de  degré  inférieur  à 
celui  du  corps,  ce  qui  permet  de  définir  les  éléments  primitifs 
comme  ceux  de  degré  maximum. 

Si  dans  les  fonctions  qui  constituent  K((o),  on  remplace  to 
par  ses  n  conjugués,  on  obtient  n  corps,  K((:o,),  K(oj2),  ...,  ^(0)^)7 
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(/ils  corps  cou  /Il  L^iirs  <lc  K.  \ii\  Milnirs  (>>/  réelle»  correspondent 
(les  corps  réels  formés  déléineiils  réels  et  ù  des  couples  de  valeurs 
imaj;in;iircs  conju<^u('cs  des  corps  iinai^inaircs  conjuj^ués;  on 
[X'iil  donc  dislin^Mier  poni-  nn  corps  dcunn-,  outre  le  dej^ré  n  !«' 
n<)Md)re  /•  de  corps  it''(ds  cl  li-  nonihrf  :>.  .v  de  corps  imaginaires 
conjnyuc'S  deux  à  deux  ( /• -r  a.v  r= /?  ).  ]^es  nondjrcs  de  ces  corps 
se  correspondent  de  façon  biuni\o(pie  el  à  la  somme  ou  au  |)roduit 
correspontl  la  somme  ou  le  produit;  en  outre  t(jule  relati(»n  i 
coefficients  rationnels  entre  certains  éléments  dun  corps  existe 
aussi  entre  les  éléments  correspondants  de  chacun  des  autres 
(puisqu'elle  est,  toute  réduction  faite.  v\\\c  relation  en  (.j  el  par 
suite  \ériliée  par  tous  les  conjugués  de  lo  i.  Si  Ton  considère  \\\\ 
élt-mcnl  primitif  (>j'=  0((o),  il  lui  corres|)oMd  clans  les /j  corps  des 
éléments  distincts  10'^.=:  Oi  w,)  qui  vérilicnt  Ic-quation  fondamentale 
de  10';  ce  sont  par  conséquent  les  conjugués  de  w'.  et  cliacun  cl  eux 
est  primitif  dans  le  corps  auquel  il  appartient.  Donc,  de  même  que 
pour  le  degré,  la  définition  et  la  correspondance  des  corps  conju- 
gués est  indépendante  de  l'élément  primitif  dont  on  se  sert  pour 


engendrer  K, 


(hie  se  passe-t-il  pour  un  élément  imjirimilif  nj  :=  //((o)?  Les  n 
nombres  ct/=  h(o)i)  ne  sont  plus  distincts  et  le  polynôme 

F(.r)  =  (x  —  TU,  )  (.r  —  ra-,  ).  .  .(x  —  Tn„) 

a  des  zéros  multiples  et  par  suite  des  diviseurs  à  coefficients  ration- 
nels. Mais  si  f(x)  =  o  est  l'équation  fondamentale  de  rn,  elle  est 
vérifiée  par  ttsi.to^.  ...,  ^„  :  F(.r)  qui  est  di\isible  par  /'(x)  ne 
peut  donc  avoir  de  facteur  distinct  de  celui-là  et  en  est  une  puis- 
sance exacte  F(j:')=:  [/'(j:')]^'.  Par  conséquent,  les  nombres  tït/  se 

n  III 

repartissent  en  -r  groupes  de  A"  nombres  respectivement  égaux  aux 

racines  dune   écjuation    irréductible   tle  degré  j;  par   extension. 

ro, ,  TTTo,  . . .  ,Tu,i  sont  encore  appelés  les  conjui^ucs  de  ts.  Il  v  a  donc 
lieu  de  distinguer  les  conjugués  dun  nombre  algébrique  au  point 
de  vue  absolu,  ou  considéré  comme  appartenant  à  un  corps  donné  : 
ces  deux  notions  ne  se  confondent  (|uc  si  le  nombre  est  primitif 
dans  le  cor|is.  On  fait  la  même  distinction  pour  sa  norme  et  sa 
trace.  En  particulier,  les  conjugués  d  un  nombre  rationnel  considéré 
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comme  apparlenanl  à  un  corps  de  degré  n  sonl  n  nombres  égaux  (  '  ) 

à  -  et  sa  norme  et  sa  trace  sont  (  —  )     el  //  —  •  Reniarnuons  enfin 

'/  ^  Y  /  '/  ^ 

que  le  degré  d'un  élément  iinprlmitil'  est  un  diviseur  de  «,  et(|u"il 
ny  a  pas  de  tels  éléments  (-)  (à  l'exception  des  nombres  ration- 
nels), si  n  est  premier. 

Représentation  des  nombres  d'un  corps. 

Nous  avons  ainsi  montré  la  possibilité  de  la  réalisation  pratique 
d'une  arithmétique  d'un  corps  algébrique  K;  chaque  opération 
dans  K  se  ramène  à  un  calcul  sur  un  élément  primitif  choisi,  et  la 
constatation  de  l'égalité  de  deux  éléments  à  la  divisibilité  d'un 
polynôme  par  le  polvnome  fondamental  Y [x)  de  l'élément  pri- 
mitif. Pour  éviter  cette  dernière  recherche  il  peut  être  commode 
d'avoir  une  rej)résentation  unique  de  chaque  élément  du  corps 
au  moyen  de  l'élément  primitif.  D'autre  part,  comme  l'arithmé- 
tique de  K  est  identique  à  celle  de  ses  conjugués,  il  est  naturel  de 
chercher  une  représentation  unique  des  termes  des  n  corps,  pour 
laquelle  il  ne  soit  pas  nécessaire  de  faire  à  l'avance  une  séparation 
des  racines  de  l'équation  V [x)  =  o. 

Le  premier  de  ces  desiderata  est  rem|)li  par  le  principe  suivant  : 

Si  (0  est  un  élément  primitif  du  corps^  tout  élément  m  de 
K(o))  peut  être  mis  sous  la  forme 

(i)  TO  =  «0^- «1  w -1- «2  w--^- • --t- -^«-i  fj^"~^  (a;  rationnels), 

et  ceci  d\tne  seule  façon. 

Soit  en  effet  ¥ (^x)  =  o  l'équation  caractéristique  de  w  et  consi- 
dérons un  élément  du  corps 

W   =    1 


(')  On  pijut  rapproclier  ceci  de  la  définition  d'un  système  simple  [/«],  pour 
laquelle  il  est  nécessaire  de  connaître  Tordre  du  tableau.  On  verra  ci-après  que 
ce  rapprochement  n'est  pas  tout  à  fait  fortuit. 

(^)  La  recherche  des  éléments  imprimitifs  est  surtout  utile  pour  la  résolution 
de  l'équation.  Toutes  les  notions  précédentes  s'étendent  d'ailleurs  immédiatement 
au  cas  d'un  domaine  de  rationalité  quelconque. 
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/(.r)  cl  g'i-r)  étant  des  pulvnomcs  à  cucriiclfiit";  «ntiers  |»if  miers 
entre  eux  (sinon  on  pourrait  les  (li\is»'r  par  leur  plus  j;rau<l  couimun 
diviseur  à  teinirs  entiers),  g(x)  et  F{x)  sont  aussi  premiers  entre 
eux.  sillon  F  diviserait  r?'  et  ^(o))  serait  nul.  /('•>)  ne  l'étant  pas. 
Donc,  par  application  du  théorème  de  lîe/.out.  on  peut  trouver 
V{.t)  et  ^}{.r)  à  coeflicienls  rationnels  tels  (pie 

\'{x\  ,i'{T)  —  Q( r)  F(jr)  =  I. 

en  i-eni|)laçanl  dans  cctic  ideni  il<'- .r  j)ar  <.j.  on  oLlient 

r(ni)  sr(  m)  =  I,         771  =  /■(  t.)  I  F  C  (o  I  =  /",  C  oj  ) . 

On  a  ainsi  mis  rn  sous  la  forme  d'un  polvnome  en  eu.  mais  d'a|)n- 
ridentité  de  la  division. /(>)  et  le  reste  R(x)  de  sa  division  parF(j 
prennent  la  ni<'me  valeur  pour  (o.  Donc  ct  =  R(ii))  et,  comme  R 
esl  au  plus  île  degré  n  —  i ,  on  a  bien  une  éijalité  (  '  )  de  la  forme  ('i'). 
Une  telle  représentation  est  en  outre  unicpie.  car  si  deux  poly- 
nômes de  degré  inférieur  à  /?.  R(:r)  et  R'(5")  prennent  la  même 
valeur  pour  (o,  leur  dilTérence,  de  degré  inférieur  h  n,  est  identi- 
quement nulle  ou  divisible  par  F(x),  et  ce  dernier  cas  est  impos- 
sible. Cette  démonstration  fournit  en  même  temps  une  méthode 
de  calcul  des  éléments  de  R(w  i:  il  sul'iit  de  faire  le  calcul  sur  les 
polvnomes  (i).  en  considérant  (o  comme  \ariable,  et  en  remplaçant 
à  la  fin  ou  dans  le  cours  du  calcul,  toute  fraction  par  un  poly- 
nôme (i)  au  moven  du  procédé  ci-dessus. 

Ceci  établi,  si  nous  envisageons  simultanément  les  n  conjugués 


d'un  terme  de  K.  on  peut  considérer  (piils  représentent  un  point 
d'un  espace  à  n  dimensions,  peut  être  semi-réel;  on  obtient  ainsi 
un  module  de  points  cR.  Mais,  d'après  ce  qui  précède,  o/? /x'//^ 
trouver  un  tableau  il  du  module  tel  (jue  tout  point  de  A  ait  par 
rapport  à  ù  des  coordonnées  rationnelles  et  réciproquement. 
En    eflfet.   en   avant    égard    à  ce    que   l'égalité  i  i  >   subsiste  «ii  Ion 

( ')  Cette  mélliode  est  en  somme  une  extension  très  naturelle  «le  l'exposé  donné 
habituellement  du  calcul  des  imaginaires  (point  de  vue  des  équivalences  de  Cacchy). 
C'est  a;- -4-1  qui  joue  le  rôle  de  F  (  jt;  ;  toutefois,  dans  le  calcul  des  imaginaires  on 
ne  suppose  pas  les  coefficients  des  fonctions  rationnels:  si  on  le  faisait,  on  aurait 
l'arithmétique  du  corps  K(j)- 
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reinpi.ioe   tj  et   (o   \M\r   leurs  ennjiijjués,  et  sons  changer  les  a,  on 
peut  récrire 

Il    CT,        TO2        ■  •  •        ^n    il  =  !|    «0       «1         •  •  •        C'I     'n   X  ii, 


û   = 


10 1  M-, 


(ioi)"-i     rwa)"-' 


(o)„)- 


(w„)"- 


et  réciproquement,  si  les  a  sont  rationnels,  rn  est  un  nombre  du 
corps.  On  peut,  sans  changer  cette  propriété,  remplacer  Q  par 
tout  tableau  FI  =  Riî,  R  à  termes  rationnels  et  à  déterminant  diffé- 
rent de  o;  ce  tableau  FI  ninsi  obtenu  est  constitué  par/?  points 
de  (tl ;  on  |)eul  même  choisir  arl)itrairement  ces  n  points  pourvu 
toutefois  (jue  le  déterminant  de  leur  tableau  ne  soit  pas  nul.  Un 
tel  tableau  II  se/-a  dit  une  base  du  corps.  Le  nombre  /•  de 
colonnes  réelles  de  cette  base  est  égal  au  nombre  des  corps  con- 
jugués de  K  (pii  sont  réels;  et  de  même  pour  a.v,  il  est  en  efïet 
impossible  tpi  une  colonne  correspondant  à  un  corps  imaginaire 
soit  entièrement  formée  de  termes  réels,  sinon  la  colonne  corres- 
pondant au  corps  imaginaire  conjugué  serait  identique  à  la  précé- 
dente et  A(I1  )  serait  nul. 

Mais  si  cette  représentation  géométrique  est  bonne  quand  il 
s'agit  de  la  somme  des  nombres  du  corps  (et  nous  nous  en  servi- 
rons ultérieurement  dans  ce  but),  elle  ne  l'est  plus  pour  le  produit, 
cette  opération  n'étant  pas  invariante  pour  un  changement  de 
coordonnées.  On  a  une  représentation  plus  appropriée  en  faisant 
correspondre  à  tout  noml)re  ttt  du  corps  le  tableau  canonique 


ou  tout  tableau 


[rVT,,  7^2,    .  .  .,  TO„J, 


X=    P|7TT,,M,,    ...,77T„]P->,  A(P)^0. 

A  toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  nombies  du  corps  ou  de 
leurs  conjugués  correspond  la  même  fonction  rationnelle  des 
tal)leaux  X.  correspondants  (voir  les  ensembles  abéliens  de 
tableaux,  premier  Chapitre).  L'intérêt  de  cette  représentation 
est  qu'on  peut  choisir  I'  de  façon  que  tous  les  tableaux  X  aient 
leurs  termes  rationnels;  il  suffit  de  prendre  pourP  une  des  bases  FI 


7v»-  «iivphiii:  iv. 

(lu  forps.    En   cfTet,   si  a,  ^i a  soiii  !♦*>  nombres  qui   consli- 

liit'iil  IF,  les  nombres  anr.  'im,  ....  /.tt!  iipn.irlienncnl  au  corps,  (roù 
Jes  n  égalilés,  les  «,  1/ /  l'-ianl  des  nombifs  rationnels. 

11    Ï,T7T,        a.rîTï        ...        a„T7T„    Il    =   Il    rt,        ...        ,/„    I     X   II, 

Il  ^l'Wi      ^.nr,      ..  .      i„Tn„  |;  =  |!  ^,      ... 


/.,T7T., 


't  n^n    li   =   Il    /|         ... 

(jiii  sont  ('(jiiivalenles  à  r«.'j;aliit-  entie  lal)lrau\  ( 


xll, 
II, 


(2) 


Il  [nT|.  TTTo,    .  .  .  .  r7T„  J   l|-' 


«1        ili 

0,     ù., 


/,      /, 


Les  lignes  du  tableau  sont  les  roordonnées  relatives  j»ar  rapport 
à  II  des  |)oints  de  ,>\  correspondant  à  y.Tn.    jrrr ).nj. 

L'oj)t'rateur  commun  des  tableaux  étant  ainsi  cboisi  égal,  à  une 
dilatation  près,  à  l'une  des  bases  du  corps  Ki  to).  tous  les  tableaux 
à  termes  rationnels  correspondant  aux  nombres  de  K  forment  un 
ensemble  abélien  (où  la  multiplication  est  commulative);  cet 
ensemble  n'est  pas  extensible,  c'est-à-dire  que  tout  tableau  Y  à 
termes  rationnels  permutable  aiec  les  lable^iux  de  l'ensembh' 
appartient  aussi  à  l  ensemble  et  correspond  à  un  seul  nombie 
du  corps.  En  ell'et.  si  X,  est  un  taldeau  correspondant  à  un  élé- 
ment primitif,  l'équalion  en),  deX,  n'a  j)as  de  racines  doubles 
et  Y  permntable  avec  X,  a  même  opérateur,  soit  II.  D  autre  part, 
toute  racine  de  l'équation  en  a  de  Y  s'exprime  rationnellement  au 
moyen  des  termes  de  Y  qui  sont  rationnels  et  des  termes  dune 
colonne  déterminée  de  II;  donc  cette  racine  appartient  à  un  des 
corps  conjugués  de  K  et  ^  est  de  la  forme  (  i>  j.  son  tableau  cano- 
nique étant  formé  par  les  coordonnées  d'un  point  de  itl. 

La  norme  d'un  nombre  de  K  est  égal  au  déterminant  du 
tableau  correspondant,  la  trace  à  la  somme  des  termes  de  la 
diagonale  principale  ;  enfin  aux  nombres  rationnels  — .  qui  appar- 
tiennent tous  au  corps,  correspondent  les  systèmes  simples  -  tjui 
a|>partiennent  tous  à  l'ensemble  i\(t>  tableaux. 


(  '  )  Ce  calcul  n'est  pas.  en  somnic,  dilléreiil  'le  celui  iruliqué  par  Hennile  pour 
la  transformation  de  Tscliirnhausen. 
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Ce  qui  précède  fournil  uu  moyen  de  constituer  a  priori  un 
corps  algébrique,  ou  plutôt  un  ensemble  de  tableaux  qui  lui 
corresj>onde.  Il  suffit  de  se  donner  un  tableau  X  à  termes  ration- 
nels dont  on  a  pu  vérifier  que  l'équation  en  K  était  irréductible, 
ou  encore  de  se  donner  celle  équation  fO,)  =  o  (ses  zéros 
étant  (0,,  (Oo,  ...,  0),^)  et  de  chercher  un  taljleau  à  termes  ration- 
nels (jui  l'admette  pour  équation  (')  en  A.  Alors,  tous  les  tableaux 
à  termes  rationnels  permutables  avec  X  forment  un  ensemble 
dont  les  éléments  correspondent  univoquement  aux  nombres 
des  n  corps  conjugués  K(oj/).  Le  lableau  X  peut,  en  effet,  êlre 
mis  sous  la  forme  (2);  l'ordre  des  iOi  étant  arbitrairement  choisi, 
l'opérateur  de  X  est  défini  à  une  dilatation  près,  les  rapports 
mutuels  des  termes  de  la  i"""^  colonne  sont  des  fonctions  ration- 
nelles à  coefficients  rationnels  de  o),,  c'est-à-dire  des  nombres 
de  K(w/),  les  rap[)orts  mutuels  des  termes  dans  les  autres  colonnes 
sont  les  nombres  correspondants  des  corps  conjugués  de  K;  donc 
on  peut,  en  disposant  de  la  dilatation  arbitraire,  supposer  que  cet 
opérateur  est  une  base  de  K(t.:));  on  est  alors  ramené  à  la  discus- 
sion précédente. 

Entiers  d'un  corps. 

Que  l'on  considère  les  nombres  algébriques  d'un  corps  ou  leur 
représentation  par  des  tableaux,  on  obtient  un  ensemble  où  sont 
possibles  les  quatre  opérations  élémentaires.  On  peut  donc  dire 
qu'il  jouit  des  propriétés  des  nombres  rationnels  (il  contient 
d'ailleurs  tous  ces  nombres).  Peut-on,  parmi  les  nombres  du  corps, 
choisir  des  nombres  particuliers  dont  l'ensemble  O  jouisse  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  de  l'ensemble  des  entiers  ordinaires? 
Il  faut  d'abord  (jue  toute  fonction  entière  à  coefficients  entiers 
de  plusieurs  termes  de  C)  soit  dans  O  (c'est  là  la  définition  ordi- 
naire d'un  domaine  d'intégrité  dans  un  domaine  de  rationalité)  ; 
nous  y  ajouterons  la  condition  que  les  termes  de  C)  se  déduisent 


(')  On  verra  aisément  comment  on  peut  constituer  un  tel  tableau  à  partir  de 
cette  équation.  On  peut  d'ailleurs  exposer  ce  mode  de  représentation  sans  se 
servir  de  l'existence  des  racines  en  tant  que  nombres  irrationnels  complexes. 
On  répondrait  ainsi  aux  desiderata  de  M.  Drach  et  l'on  aurait  une  preuve  plus 
tangible  de  l'existence  logique  des  racines. 


74  MIM'ITUK    IV. 

par  adilllinn  cl  sousli-aclioii  iliiii  nombre  liai  <l  cnlrr  eux  (') 
(de  inèiiir  (|iie  les  entier-,  ordinaiies  se  di'diii^cnl  d<,'  l'iinilé  par 
addition  ri  sonslraelinn  i.  Il  est  assez,  tiiiii-ux.  et  c  (;>.l  inènM,'  l'un 
des  points  essentiels  de  cette  tliéori»',  <jiie  ces  |»ri)priét«'S  de  I  en- 
semble O  eonduisent  à  des  eonditions  indc-pendanles  du  ct^rps  K. 
pour  les   nombres  qui  eonstiliient  *.  ^ 

/.f/  cniidition  iK'crssdirc  ri  siiflisanfr  ponf  i/ii  un  notnhrn 
(iliiébrique  du  corps  K  fasse  parlic  d' un  tri  ensrnihlr  O  est 
(/II' il  soit  rnrinr  d'nnr  r(juation  : 

/•^  -~   //.  •7-^  —  '  -4-  r^    r 


<    J) 


(  a  ciilH'is  ). 


Toute  racine  d'une  telle  è<iuation  rst  dite,  pour  cette  raisony 
entier  complexe. 

Soit  d'abord  un  ensemble  O  de  nombres  d'un  corj)S  et  suppo- 
sons qu'on  puisse  déduire  chacun  de  ses  termes  par  addition 
et  soustraclion  de  p  d'entre  eux,  a,  3,  ....  )..  C'est  dire  que 
chaque  éb-ment  de  c"»  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène 
à  coetlicienls  entiers  de  a,  |3,  ....  )..  Alors,  si  rrr  est  un  nombre 
de  c\  il  en  est  de  même  de  x^.  ':LrT^ ath,  et  1  on  doit  avoir  : 


77ta  =  rt    a 


TTTi  =  (l),-i. 


.-^a'l\. 


a^A, 


TOÀ  =  a],!,  -r-  a'-,  i  -T- .  .  .  —  a'p., 
les  a  étant  des   entiers  ordinaires.    En   considérant    ces    égalités 


comme  des  équations  en  a,  i. 


a\         a),  —  TTT 


/..  on  en  déduit 


o; 


a],  a),  ...      a'î, —  7 

c'est  dire  que  m  vérifie  bien  une  équation  (  -)  de  la  forme  {'^'). 

(')  Oîi  vérifie  sans  peine  que  ces  propriétés  ne  sont  vérifiées  dans  le  corps  des 
nombres  rationnels  que  par  des  ensembles  formés  d'entiers  ordinaires  (multiples 
d'un  même  nombre). 

(-)  Il  est  à  remarquer  que,  pour  cette  démonstration,  on  n'a  pas  utilisé 
l'hypothèse  que  les  nombres  sont  algébriques.  On  prouve  donc  encore  (ainsi  que 
l'a  établi  M.  Dedekind)  qu'un  ensemble  de  nombres,  vérifiant  les  deux  conditions 
imposées  à  O,  est  nécessairement  formé  de  nombres  algébriques. 


LES    NOMBRES    ET    LES    ENTIERS    ALGÉnRKJl' ES.  ~'i 

Avanl  (le  déinonlrer  la  réciproque,  indi(jiions  ((uelf|urs  pro- 
priélés  des  entiers  complexes  ainsi  dclinis.  Lécpialion  fonda- 
nienlale  F(x')  ^  o  d'un  tel  entier  a  est  aussi  de  la  forme  (.')),  car, 
F  étant  primaire,  d'après  la  propriété  de  Gauss,  tout  polynôme 
à  coefficients  entiers  /(t)  ayant  a  pour  zéro  est  le  produit  de  F(a:) 
par  un  polvnome  à  coefficients  entiers,  donc  le  coefficient  du 
terme  de  plus  haut  degré  de  F  est  un  diviseur  de  celui  de/";  si  ce 
dernier  est  égal  à  ±1,  il  en  est  de  même  du  premier.  Ceci  conduit 
à  une  autre  définition  des  entiers  complexes  :  ce  sont  des  nombres 
algébriques  tels  que  les  fonctions  symétriques  élémentaires 
et^  par  suite,  toutes  les  fonctions  symétriques  entières  à  coeffi- 
cients entiers  de  leurs  conjugués  {le  nombre  considéré  en  lui- 
même  ou  comme  appartenant  à  un  corps)  sont  des  nombres 
entiers  rationnels.  En  particulier,  les  entiers  complexes  de  degré  i 
(ou  rationnels)  ne  sont  autres  que  les  entiers  ordinaires.  Enfin, 
dans  un  corps,  il  existe  bien  une  infinité  d  entiers  complexes  et 
tout  autre  terme  est  le  quotient  d  un  entier  complexe  par  un  entier 
ordinaire;  en  efïet,  si  cj  est  un  nombre  de  R  et  «0""  dénominateur 
commun  des  fonctions  symétriques  élémentaires  de  nr,  le  nom- 
bre «0^  appartient  à  K  et  les  fonctions  symétriques  élémentaires 
de  ses  conjugués  sont  des  entiers.  Si  m  est  primitif,  l'entier  «q^  est 
également  primitif. 

Ceci  acquis,  pour  démontrer  que  la  condition  est  suffisante, 
nous  allons  établir  que  tous  les  entiers  complexes  d'un  corps  K 
forment  bien  un  ensemble  O  répondant  aux  conditions  imposées. 
D'une  part,  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  plusieurs 
entiers  complexes  de  K,  0  =  cs(a,  3,v)  est  un  nombre  de  K; 
si  l'on  considère  les  fonctions  symétriques  élémentaires  des  conju- 
gués de  0  (considéré  comme  appartenant  à  K),  ces  fonctions  étant 
symétriques  par  rapport  séparément  aux  conjugués  de  a,  de  ^ 
et  de  ■',  sont  des  entiers  ordinaires  et  H  est  bien  un  entier  com- 
plexe. D'autre  part,  considérons,  dans  le  module  de  points  A,  ceux 
des  points  (ai ,  ao,  . . .,  a„)  qui  correspondent  aux  entiers  com- 
plexes de  K.  D'après  ce  qui  précède,  ces  points  forment  un  sous- 
module  G  de  Jl;  ce  module  est  de  dimension  /t,  car  si  a  est  un 
entier  complexe  élément  primitif,  le  tableau  A  formé  par  les  n 
points  de  5  correspondant  aux  n  entiers  i,  a,  (a)-,  ...,  (a)""' 
a  un  déterminant  non  nul,  puisque  a  est  primitif  (c'est  la  racine 


tG 


fiivi'rrm:  i\. 


onrn'O  <lii   ill-^critninanl  <lt*   7,.  Liiliii  G  est  lV|)C,  rar  les  ln«"^'alil«'S 

«•nli  iiiiii'iil  iiiH-  liiiiilal  11)11  siipt'i  iriii'-  [>i)iir  Ir-.  Ioik  lions  >  viiiéliujuo^ 
éléint'iilaircs  des  a/,  i|iil  sont  dis  nilicrs  ;  elles  ne  peuvent  donc  être 
vériliées  (|iie  par  un  n(>nd)re  fini  de  points  de  ê.  /Jonc,  tous  les 
entiers  coni ple.ies  duti  rm ps  de  ile^ré  n  se  déduisent  jmr  fiddi- 
tion  et  soustraction  de  n  d'entre  eux. 

Tout  tableau  de  base  T  du  module  ë,  déjini  à  une  équi- 
valence pt  es,  est  appelé  une  base  des  entiers  (  ')  du  corps.  Le 
nond)re  [A(T  )]-  (pii  est  une  fonction  symétriqued'entiers  conjugués 
<;sl  un  nombre  entier  |)Osilif  ou  négatif,  ([non  appelle  le  discri- 
minant du  corps.  La  raison  de  celte  dr-nominalion  est  que,  si  I  on 
oonsidèif  un  enliei-  eomplexe  a,  élémenl  primitif  du  corps,  et  le 
tableau  A  correspondant,  ce  tableau  étant  de  C,  on  a  A  =  ST. 
S  à  termes  entiers;  donc  [A(A)]%  qui  est  le  discriminant  de  a, 
est  le  produit  du  discriminant  du  corps  par  le  carré  cVun 
entier  rationnel  (-). 

Lue  base  des  entiers  T  est  a  fortiori  une  base  du  corps, 
donc  A(T)  est  réel  ou  imaginaire  et  le  discriminant  [A(T)]- 
posilif  ou  négatif  suivant  la  parité  de  s,  nombre  de  couples  de 
corps  imaginaires  conjugués  parmi  les  corps  conjugués  de  K.  En 
outre,  toute  base  du  corps  est  le  produit  à  gauche  de  T  par  un 

tableau  à  termes  rationnels,  donc  de  la  forme  \ -,\  X  S,  S  à 
termes  entiers,  ce  qu'on  peut  écrire 


-[^] 


xSxT  =  (SxTjx 


le  produit  a  droite  ])ar     —     est  une  dilatation  et  (SxT)  est  un 

tableau  du  module  è:  donc,  dans  une  représentation  des  nombres 
du  corps  par  des  tableaux,  on  peut  toujours  supposer  que  l'opé- 
raleur  commun  a  |K)ur  coh^nnes  n  systèmes  (\o  n  enliers  conjugués. 


(')  .M.  Dedekind  appelle  ba>e  rensemblc  des  n  entiers  auxquels  correspoodent 
les  points  de  T. 

(-)  Dans  certains  corps,  on  peut  trouver  des  entiers  complexes  tels  que  le 
tableau  A  correspondant  suit  une  base  des  entiers,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  en 
général. 
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Dans  une  telle  représentation,  à  tout  tableau  à  termes  entiers 
correspond  un  entier  complexe  du  corps,  puisque  l'équation  en  A 
d  un  tel  tableau  est  nécessairement  de  la  forme  (3).  La  récipro(|ue 
nest  pas  toujours  exacte  ('),  nous  verrons  au  Chapitre  sui\ant 
une  condition  nécessaire  pour  quelle  le  soit;  on  [)eut  en  tous  cas 
montrer  déjà  que,  si  l'opérateur  commun  des  X  est  une  base  T 
des  entiers  du  co/-ps,  à  tout  entier  complexe  correspond  un 
tableau  à  ternies  entiers  [et  réciproquement).  Supposons  qu'il 
en  soit  ainsi  et  que  T  soit  formé  des  entiers  'j.,  [i.  ....  A.  Alors,  si 
un  tableau  X  correspond  à  l'entier  (o,  les  lignes  de  X  sont  les 
coordonnées  relatives  des  points  de  R, 

(a,to,,  ajoj^.  ...,  a«w„  ),    (  3i  w,,  ^âj  W2,  ...,  S«W/j),    •••,    (Ài  w,,  À^wo,  . ..,)>„  w,j  ) 

par  rappctrt  à  T;  les  nombres  aw,  |joj,  ....  ).co  étant  entiers  com- 
plexes, ces  coordonnées  relatives  sont  entières  rationnelles,  ce  qui 
démontre  le  théorème.  Dans  ce  cas,  si  A,,  Ao,  ....  A„  sont  les 
tableaux  correspondants  aux  n  entiers  de  la  base  T,  ou  d'une 
autre  base,  tout  tableau  correspondant  à  un  entier  com|)lexe 
du  corps  est  donné  par  la  formule 

[:r,  ]Ai  —  [arajAo  -^.  .  .-t-  [x„]  A„         {x^  entiers), 
et  réciproquement. 


(')  Uii  changement  d'opéraleur  revient,  en  elle!,  à  remplacer  tout  tableau  X 
par  X'  =  PXP-',  P  à  termes  rationnels.  On  en  déduit  aisément  que,  si  X  n'est  pas  un 
système  simple,  on  peut  choisir  P  de  façon  que  X'  ne  soit  plus  à  termes  entiers.  Si 
l'on  considère  dans  un  tel  ensemble  les  tableaux  à  termes  entiers,  les  entiers  com- 
plexes correspondants  forment  un  ensemble,  inclus  dans  l'ensemble  de  tous  les 
entiers,  vérifiant  les  propriétés  imposées  à  O  et  contenant  en  outre  tous  les  entiers 
ordinaires  (systèmes  simples),  c'est  ce  que  W.  Dedekind  appelle  un  ordre 
et  -M.  Hilberl  un  anneau  {Ring). 
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Divisibilité  des  entiers  algébriques. 

La  délînition  des  entiers  complexes  est  intléj)en(Janle  du  corps 
qui  les  conlieni:  on  peut  donc  considérer  l'ensemble  de  tous  les 
entiers  complexes  algébi'iques  {^).  Tous  les  nombres  algébriques 
se  déduisent  des  termes  de  cet  ensemble  par  di\ision  par  des  entiers 
ordinaires.  > 

On  pourrait  espérer  étendre  l'ensemble  des  entiers  algéb^ique^ 
en  Y  adjoignant  les  racines  d  équations  algébriques 

J'(t)  =  X'" -T-  rti.r"'-'  —  rto.r'"---^. .  .^-  rt„,  =  o        (a/  entiers  complexes;. 

Mais  ceci  n'est  pas  une  extension,  car  les  racines  d'une  telle 
équation  sont  encore  des  entiers  algébriques.  En  eflet,  si  l'on 
considère  le  corps  K.  de  degré  n,  défini  par  les  (7/  el  tous  les  poly- 
nômes ^  ./j fii  obtenus  en  rem|)laçanl  dans  y  les  coefficients 

par  leurs  conjugués  dans  les  n  corps  conjugués  de  R,  le  polynôme 

Fer  )  =  [/,(jr)l  [/,(r  )]...[/„  (a:)] 

a  ses  coefficients  entiers,  son  terme  de  plus  liaut  degré  étant  x"^"  : 
les  zéros  de  f.  étant  des  zéros  de  F.  sont  donc  bien  des  entiers 
algébriques. 

Toutes  les  propriétés  qui,  pour  les  entiers  ordinaires,  dérivent 
des  propriétés  de  l'addition,  de  la  soustraction  et  de  la  multiplica- 
tion s'étendent  manifestement  aussi  liien  à  l'ensemble  de  tous  les 
entiers  complexes  qu'à  Tensemble  des  entiers  d'un  corps.  11  n'en 
est  plus  de  même  de  celles  qui  dérivent  de  la  notion  de  division 

(')  Ccl  ensemble  est  dénoinbrable,  de  même  d'ailleurs  que  celui  des  nombres 
algébriques  {voir  E.  Borel,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions);  nous  n'aurons 
pas  besoin  pour  ce  qui  suit  de  ces  considérations. 
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OU  de  partie  entière;  celle  notion  ne  se  transportant  pas  aux  entiers 
complexes  (').  En  particulier,  on  ne  peut  étendre  sans  précautions, 
ni  uième,  comme  nous  le  verrons,  sans  modifications,  les  propriétés 
de  divisihililé. 

Nous  dirons  encore  (jum/j  entier  algébrique  a  est  divisible  par 

un  entier  [i  si  le  quotient  j-,  qui  est  un  nombre  algébrique  du 

r 
corps  K(a,  Tj),  est  aussi  un  entier  complexe  ;  les  mots  diviseur 

et  multiple  s'étendent  d'eux-mêmes.  Si,  dans  l'équation  fonda- 
mentale d'un  entier  complexe  £,  le  ternie  constant  est  aussi  égal 
à  riz  I ,  c'est-à-dire  si  la  norme  de  z  est  rh  i ,  le  nombre  algébrique  - 

est  encore  un  entier  complexe;  il  en  est  de  même  de  -5  7.  entier 
complexe  quelconque.  Donc,  tout  entier  est  divisible  par  un  tel 
entier  z  qu'on  appelle,  pour  cette  raison,  une  unité  complexe. 
L'existence  des  unités  complexes  est  immédiate;  on  voit,  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  fait  pour  l'équation  fondamentale 
d'un  entier,  qu'il  suffit  de  prendre  les  racines  des  équations,  irré- 
ductibles ou  non,  à  coefficients  entiers,  ayant  dz  i  pour  coefficients 
des  termes  extrêmes.  Nous  verrons  ultérieurement  rpi'il  en  existe 
aussi,  en  général,  une  infinité  dans  un  corps  donné. 

Dans  le  cas  d'une  représentation  des  entiers  complexes  d'un 
corps,  par  des  tableaux  à  termes  entiers,  on  vérifie  la  divisibilité 
d'un  entier  a  correspondant  au  tableau  A  par  un  entier  [j  corres- 
pondant à  B,  en  cbercliant  si  AB"'  (  correspondant  à  j-  \  est  à  termes 

entiers;  aux  unités  correspondent  les  tableaux  de  l'ensemble  qui 
sont  unimodulaires. 

L'existence  des  unités  entraîne  une  première  complication  dans 
l'étude  de  la  divisibilité;  si  un  entier  complexe  admet  un  divi- 
seur a,  il  est  aussi  divisible  par  le  produit  de  a  par  toutes  les 
unités  (de  l'ensemble  de  tous  les  entiers,  ou  seulement  du  corps 
suivant  le  cas).  On  peut  v  obvier  partiellement  en  convenant  de 
ne  pas  distinguer,  au  point  de  vue  de  la  divisibilité  (c'est-à-dire 

(')  Dans  le  cas  des  entiers  d'un  corps,  on  peut  considérer  qu'une  modification 
de  cette  notion  est  constituée  par  la  propriété  indiquée  par  Hurwitz  :  Etant 
donné  un  nombre  0  d'un  corps,  on  peut  trouver  un  entier  complexe  [x  du  corps 
et  un  entier  rationnel  h,  ce  dernier  limité  supérieurement  lorsque  le  corps  est 
déterminé,  de  façon  que  la  norme  de  hp  —  [j.  soit  inférieure  à  i. 
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lors(iii'on  emploiera  les  mois  <li\iseurs  ou  miilli|)les)  entre  un 
entier  et  son  produit  par  une  iinili'-.  Ceei  enn\enii.  les  pr<jpriét«'S 
(le  la  tlivlsihilité  d'une  somme  <»u  d  un  piodmt  par  un  entier  a, 
lorsque  a  divise  les  deux  termes  de  la  somme  ou  un  terme  du 
produit  sont  encore  vraies  ainsi  cpie  leurs  consécpiences.  Il  n'en 
est  plus  de  même?  de  l'existence  ou  des  propriétés  des  nombres 
prcnurrs.  Dune  parL  si  /'on  c/iiisa^'r  renscnihle  de  tous  les 
entiers  complexes,  un  entier  j  (  non  unité)  a  toujours  une  infinité 
de  diviseurs  distincts  (au  sens  indiqué),  par  exemple  les  racines 

des  équations 

x'" —  3  =  0. 

Si,  d'autre  part,  on  considère  les  entiers  d'un  corps,  en  raison- 
nant par  exemple  sur  les  tableaux  représentatifs,  il  existe  en 
général  (M  une  infinité  de  tableaux  X  de  l'ensemble  tels  que  AX~' 
soit  à  termes  enticis.  Mais  ces  tableaux  ayant  des  déterminants  au 
|)lus  éi;aux  à  A(  A)  appartiennent  à  un  nombre  fini  de  systèmes 
de  tableaux  équivalents  entre  eux  f  Chapitre  IIl  ).  Or,  quand  deux 
tels  tableaux  sont  équivalents  \^I\  .  X  correspond  à  un  entier 
du  corps  qui  est  nécessairement  une  unité,  donc  A  n'a  qu'un  nombre 
fini  de  diviseurs  distincts;  on  peut  en  conclure  l  existence  des 
nombres  premiers^  c'est-à-dire  seins  diviseurs,  autres  que  les 
unités  du  corps  ou  leurs  propres  produits  par  ces  unités.  Mais 
il  lient  alors  arriver  qu'un  tel  nombre  premier  di\ise  un  jnodnit 
sans  diviser  aucun  des  facteurs  (  -). 

La  démonstration  de  la  propriété  de  Gauss  sur  la  décomposition 
en  facteurs  d'un  polvnome  à  coelficients  entiers  ne  peut  donc  pas 
s'étendre.  On  doit  à  Fvronecker  une  modification  de  cette  pro- 
priété, applicable  à  l'eusemble  des  entiers  algébriques  et  dont  nous 
nous  servirons  par  la  suite  (■')  : 

Si  un  polynôme 

F I  .r  )  =  a,, .r'"  —  a,  .r "'-  '  —  .  . . 


(')  Sauf  le  cas  du  clcuxiérne  ordre  imaginaire,  coninie  nous  le  verrons  ultérieu- 
rement. 

(-)  On  peut  sans  peine  constituer  des  exemples  de  ce  phéDomène.  (  Voir  la 
Note  II.) 

(^)  M.  Dedekind  a  utilisé  pour  sa  théorie  des  corps  algébriques  (  Dirichlkt- 
Dedekind,  Zahlentheorie,  4'  édition)  un  cas  particulier  de  la  propriété  de 
Kronecker,  l'un  des  facteurs  étant  du  premier  degré. 
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à  coefficients  entiers  algébriques  est  décomposé  en  un  produit 
de  deux  facteurs  f{x)^  ©  (•^)? 

f(x)=  [Boa:"  -+-  j3i  x"-'^  -+-..., 

tout  produit  |3/[3'  d^un  coefficient  quelconque  de  f  par  un 
coefficient  quelconque  de  g  est  un  entier  algébrique. 

La  propriété  est  d'abord  évidente  pour  ^'^j  [3o=  ^'-o-  i)ésignons 
par  :r,,  x^,  .••,  ^«  les  zéros  de  /  et  par  jKi,  J'21  •••,  yn'  ceux 
de  g  (ce  sont  des  nombres  algébriques,  zéros  de  F)  et  évaluons  le 
produit 

^  =  ^  t^  =?(3'i,  ...,ar„)^(j,,  ...,7,,'), 

<='o  Po     Pu 

c'est  une  fonction  rationnelle  entière  des  zéros  de  F  de  degré  i 
par  rapport  à  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Remplaçons  alors  dans 
cette  expression  les  x  par  chaque  groupement  de  n  des  racines 
de  F  et  les  jk  par  les  n'  autres  racines;  l'ordre  des  racines  dans 
chaque  groupement  est  indilTérent  puisque  o  et  'h  sont  symé- 
triques. On  obtient  ainsi  N  =  C"^  nombres  ^,,  z^,  ...,  Z:^  dont 
les  fonctions  symétriques  élémentaires  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  zéros  de  F.  Posons 

^(z)  =  {z-z,){z-z.)...(z  —  zs)=-  s^'-H  o,^>«-i  +  82^^-2  +  . .  ., 

Oi  est  une  fonction  symétrique  entière  de  degré  i,  des  zéros  de  F, 

donc  une  fonction  entière  de  decré  /  des  quotients  —  ?  donc  encore 

le  quotient  d'un  entier  algébrique  par  (y-o)'-  On  peut  alors 
écrire  ^(s) 

'P(z)  =  z 


r:N-L.  Ii-N-1_4-  _Il_  •,N-2-4-_       -^  _IîL 


^0  (/^of  {^or 

ft.fi'. 

est  un  zéro  de  ce  polynôme  et  ,3<[j'-  est  un  zéro  du  polynôme 

en  j, 


cini'iTfii:  V 


les  V  cliinl  (les  cnliers  (.oiiiijN.'Xcs.  loul  y.rn)  (Je  ce  |)f)lvnonie  est.  un 
enliei"  coin|)lex«;  ci  la  |)i(>|)iiMtioii  est  (iénionlrtM?  (  '  i. 

Une  conséquence  irnimilialc  dr  (■<•  llit'm  ('iiif  i-t  (|iic  l<nil  enlier 
e»jnij>lexe  diviseur  euiiiiiiiiii  ili'>,  ecji-lfu'ienl?  a  <le  l*  esl  aussi  nii 
(li\i>ciir  (le  Ions  les  produits  'it/lt  .  l\eniar(|uons  encore,  eoinnie 
[xtnr  le  lln'orcnie  de  <ianss.  (jue  la  même  |)ro|»riélé  s'étend  au  cas 
tldn   iiolvnonn-   à   pln^icnr^   \;ui;d)le>   |ir(jdnil  de  deux  |iol  vnomes. 

Idéaux  d'un  corps. 

Re\enons  à  lenseinhle  de>  eiiiiei>  d  nn  «orii^  K(<iji.  x^il  C^  le 
module  Ivpe  de  poinls  corres|>ondanls  et  T  une  base  de  (r.  Consi- 
dérons air)si  ijne  nous  ra\ons  lait  au  Cliaj»ili c  II  |ionr  le  plus  i^rand 
cûuiinnn  diviseur  des  entiers  ordinaires,  plusieurs  entiers  déter- 
minés lin  corps,  a,  3,  ....  même  en  nombre  inlini.  et  Venaemble 
de  Ions  les  entiers  de  K 

(i)  xoL^y'i—..  .. 

obtenus  en  i  eni/durunt  i .  y.  ...  par  tous  les  entiers  dr  K.  Cet 
ensemble  nest  plus  néee>>airement  iilenlupie  à  1  ensemble  des 
multiples  dun  enlier  complexe.  M.  Dedekind  a  tourné  la  difli- 
cullé  en  allribuanl  à  ces  èlres  une  existence  |)ropre  et  en  étudiant 
leur  arillirnétique  (-);  nous  avons  déjà  fait  une  convention  ana- 
logue pour  les  entiers  ordinaires  en  représentant  par  («,  h.  . . .) 
1  ensemble    des    multiples    du    plus    grand    commun    diviseur   de 

</,  h Même  dans   le  cas  d'un  corps,  où   tous   les  ensembles 

précédents  seraient  identiques  à  des  ensembles  de  multiples,  il 
V  aurait  encore  intérêt  à  considérer  de  tels  ensembles  plutôt  que 
les  diviseurs  communs  tJe  leurs  termes,  car  ces  diviseurs  ne  sont 
définis  qu'an  j)roduil  près  par  les  unités  du  corps.  L  u  tel  ensemble 
est  apjjelé  un  idéal  el  désigné  par 


(')  Celle  démonsUaliun  csi  (Jue  à  M.  Hurwilz  {Gott.  Aachr..  1S97).  On 
trouvera  d'aiUres  démonstrations  intércssanles  du  même  lliéorème  dans  le  livre 
de  J.  IvoNiG,  Einleitung  in  die  allgemeine  Théorie  der  algebraischen  Grossen. 

(-)  (vuminer  avait  ienaginé  dadmeltre  pour  les  nombres  d'un  tel  ensemble 
Texistence  d'un  facteur  commun  idéal,  idéal  étant  pris  au  sens  ordinaire 
du  mot. 
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pour  rap|>eler  les  entiers  qui  servent  à  le  définir.  Vax  n'explicitant 
pas  ces  entiers,  on  peut  encore  déjuiiv  un  idéal  d\in  corps, 
un  ensemble  d'entiers  complexes  de  ce  corps,  tels  que  : 

\"  Cet  ensemble  contienne  le  produit  de  l' un  (fuelconquc  de 
ses  termes pcir  tout  entier  du  corps; 

2"  Il  contienne  la  somme  et  la  différence  de  deux  quelconques 
de  ses  termes. 

Un  idéal  est  dit  j)riiicip_uJLQ^  désigné  jjar  [oj],  conformément 
à  la  notation  précédente,  s'il  se  confond  avec  l'ensemble  des  mul- 
tiples de  (o;  to  n'est  alors  défini  qu'à  un  produit  près  par  une 
unité.  Dans  le  cas  où  to  est  lui-même  une  unité,  1  idéal  qu'on 
peut  désigner  pur  [i]  est  confondu  avec  l'ensemble  des  entiers 
du  corps;  [)0ur  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffit  de  vérifier  qu'il  contient 
une  unité. 

Si  à  chaque  entier  [i  de  l'idéal  nous  faisons  correspondre  le 
point  (|j|,  j.j,  ...,  'pu)  on  obtient,  d'après  la  deuxième  condition, 
un  sous-module  .l>  de  G.  Ce  module  est  de  dimension  /i,  car 
d'après  la  piemière  propriété,  le  tableau 

Tx[?„:i2,  ...,3„], 

de  déterminant  non  nul,  est  formé  de  points  de  ^l,  ;  donc  -la  est 
type,  sa  base  est  de  la  forme  P  x  T  (P  à  termes  rationnels,  défini 
à  une  équivalence  près),  et  tous  ses  points  sont  donnés  par  la 
formule 


t^i 


X  PT     {x  entiers  rationnels), 


un  idéal  peut  donc  être  considéré  comme  défini  au  plus  par 
n  nombres.  Nous  dirons  que  P  est  une  base  relative  de  l'idéal, 
c'est  en  effet  une  base  du  module  lorsque  l'on  considère  des 
coordonnées  relatives  à  T;  on  peut  toujours  supposer  cpie  P  a 
été  mis  sous  la  forme  réduite  d'Hennite. 

Ce  n'est  pas  un  tableau  quelconque,  et  il  n'est  pas  sans  intérêt 
d'en  donner  une  propriété  caractéristique  :  pour  cju^un  tableau 
de  G,  donc  de  la  forme  P  x  T,  soit  une  base  d^ un  idéal  de  K, 
il  faut  et  il  suffît  que  tous  les  tableaux 

(PT;[7o  '/2,  ...,  a„](PT)->         (a  entier  de  K) 
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soient  à  termes  entiers  rationnels^  c'esl-à-dire  encore  qu'en  pre- 
nant J*T  pour  opérateur  d'une  représentation  des  nomijres  d'un 
corps  par  des  tableaux,  à  Ions  les  entiers  f:c)nipl(;\cs  corres- 
pondent des  tableaux  à  tcimcs  entiers.  KxpriiM(iM>  (|iie  le  produit 
d  un  entier-  de  I  idéal  par  un  entier  du  corps  e>l  encore  un  entier 
de  rideal,  il  sulïil  tl'écrire  celte  égalitcî  pour  les  matrices  de 
Ijpe  (i,  n)  correspondant  à  chacun  de  ces  entiers.  Il  faut  que, 
<piels  que  soient  les  entiers  rationnels  y/,  il  leur  corresponde  des 
entiers  y,  tels  que 

(2)      I|.r,    X.     ...    j-,,11  X  PT[a,.a.,  ...,a„J  =  llj,    y.     .  .  .    j„|lxPT 

ou 

{■ibis)      \\x,    X,    ...    .r„  Il  xPT[a,.  ...,a,d(PT;-'=  llj,  ^,    ...    y„\\. 

Ceci  exige  que  le  tableau  du  premier  membre  soit  à  termes 
entiers  rationnels,  quel  que  soil  l'entier  a  du  corps. 

Réciprofpiement.  si  l'on  a  une  représentation  des  entiers  com- 
plexes par  des  tableaux  à  termes  entiers,  on  peut  supposer  que 
l'opérateur  est  un  tableau  PT  de  t.  Alors,  quels  que  soient  les 
entiers  rationnels  .r  et  l'entier  a  du  corps,  il  leur  correspond  des 
entiers  j'  définis  par  l'égalité  (2  bis),  et  par  conséquent  vérifiant 
l'égalité  (2).  Donc,  aux  points  du  module  de  base  PT  corres- 
pondent des  entiers  du  corps  vérifiant  les  deux  conditions  de  défi- 
nition d'un  idéal. 

La  propriété  précédente  conduit  à  un  moven  pratique  de  re- 
cherche des  idéaux  d'un  corps  ou  plut('>i  de  leurs  bases  relalixes. 
En  supposant  toujours  (pie  l'opérateur  est  une  base  des  entiers  et 
en  considérant  les  n  tableaux  A/  corresj)ondant  aux  /?  entiers  d'une 
base,  il  suffit  de  chercher  tous  les  tableaux  I*  à  termes  entiers, 
définis  à  une  équivalence  |)rès,  mis  par  exemple  sous  la  forme 
réduite  d'IIermite,  et  tels  que 

PA,P-',     P.^îP-',     ...,     l'A^P-', 

soient  à  termes  entiers;  il  en  sera  de  même  de  tout  Tableau 

PAP-'=P([r,]A,-^[j^o]A2-^...-^[.r„]A„)P-«, 

A  correspondant  à  un  entier  quelconque  du  corps.  On  peut  encore 
indiquer  une  condition,  moins  pratique,  pour  qu'un  idéal  donné 
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par  une  base  relative  V  soit  principal,  l^oiir  un  tel  idéal  [oj]  on  a 

immédiatement    une    base    qui    est   Tx[o),.(02 ^>n]-    l^onc, 

pour  que  l'idéal  de   base  Pï  soit  principal,  il  tant  et  il  sulïil 

PT  équivaleiU  à  T  [wj,  io.,.  .  .  . ,  to^  ] 
OU 

F  équivalent  à  T[w|,  ....  io„]  T-i, 

c'est-à-dire  (pie  P  doit  être  équi\alent  à  un  tableau  du  corps  et 
réciproquement. 

En  se  laissant  guider  par  l'analogie  avec  les  ensembles  de  mul- 
tiples dans  larithmétique  des  entiers  ordinaires,  on  est  conduit 
sans  peine  à  la  notion  de  divisibilité  des  idéaux.  Si  un  entier 
ordinaire  a  est  divisible  par  b,  l'ensemble  des  multiples  de  a  est 
contenu  dans  l'ensemble  des  multiples  de  b;  nous  dirons  par 
extension  qu'an  idéal  =,1,  est  divisible  par  un  idéal  a)i),  si  tous 
les  nombres^  ou  poi/its,  de  -h  sont  contenus  dans  \ib.  C'est  dire 
que  Al  est  un  sous-module  de  dJ,,  on  en  déduit  immédiatement 
(Ghap.  Jl)  une  relation  entre  leurs  bases  relatives  P  et  ï,  il  faut 
et  il  suffit  que 

P  =  SQ,         S  =  PQ-'  à  termes  entiers. 

Nous  dirons  encore  que  A  est  multiple  de  \\[>  et  ilb  diviseur  de  X; 
manifestement  tout  multiple  de  iib  est  aussi  multiple  de  tout  divi- 
seur de  iiîj.  Un  idéal  admet  au  moins  comme  diviseur  lui-même 
et  Fidéal  [i];  il  ne  peut  en  avoir  qu'un  nombre  fini,  car  les 
tableaux  X  à  termes  entiers  tels  que  PX""'  soient  à  termes  entiers 
ont  leur  déterminant  limité  [inférieur  en  valeur  absolue  à  |A(P)|] 
et  par  conséquent  se  répartissent  en  un  nombre  fini  de  systèmes 
(Chap.  III).  On  en  déduit,  comme  en  aritlimétique  ordinaire, 
V existence  d^ idéaux  premiers^  c^ est-à-dire  dHdéaux  n^ ayant 
d^ autres  diviseurs  qu'eux-mêmes  et  V idéal  [i].  Au  contraire, 
il  existe  une  infinité  de  multiples  d'un  idéal  ..l>  ;  tous  les  idéaux 
principaux  [a],  a  étant  un  entier  de  -.1.,  ont  leurs  termes  contenus 
dans  clf.,  donc  sont  des  multiples  de  A,. 

On  peut  étendre  aux  idéaux  les  propriétés  du  plus  petit  mul- 
tiple commun  et  du  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
nombres.  Soient  plusieurs  idéaux  en  nombre  fini  cl>,  ii'o,  ....  il  )~a 
des  entiers  communs  à  tous  ces  idéaux,  par  exemple  les  produits 
a^,  ....  d'entiers  appartenant  respectivement  à  ci,  Di),  ....  Tous 
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cf's  enliris  l'(nnienl  un  idéal  Jll,  hi  dillrrencc  Me  deux  denlre  eux, 
ou  le  jirodiiil  de  I  un  |)ar  uti  ciitici'  du  corps  élaul  encore  un  entier 
commun  à  -l  ,  il!.,  ....  Cet  idi'-al  .Ml  joue  1*;  rôle  de  plus  petit  mul- 
tiple coiiiinuu.  car  tout  idi'-al  Ok'  multiple  commun  de  -l .  ni,,  ..., 

avant  ses  entiers  inclus  à  la  fois  dans  -l  .  itl. les  a  aussi  inclus 

dans  ;>IL,  c'est  dire  que  .Te'  est  multiple  de  .^\\.  ;  réciproquement, 
,'"'11'  miilliplc  lie  ;"tH  re>|  ;inssl  de  s<,'S  diviseurs  rX,  it',> Consi- 
dérons encore  I  idéal  (0  déliiil  par  les  entiers  des  bases  de -l,  ni),..., 
cet  idéal,  (jui  peut  être  [i]  joue  le  rôle  de  plus  grand  commun 
diviseur.  I.n  ellet,  tout  diviseur  commun  de  -l.,  il!»,  ...  contenant 
les  entiers  de  ces  idéaux  contient  les  entiers  de  cD,  et  est  un  divi- 
seur de  (ô;  la  réciproque  est  évidente.  Si  le  plus  grand  commun 
diviseur  est  [i]  o/î  dit  encore  que  les  idéaux  sont  premiers  dans 
leur  ensemble,  ils  n^otit  aucun  diviseur  co/nmu/i  sauf  [i  j. 

rSous  avons  \u  au  Chapitre  III  ({ue  certaines  notions  de  divisi- 
bilité peuvent  s'étendre  aux  fractions.  Il  en  est  de  même  pour  les 
corps  algébriques  et  l'on  peut  dans  l'ensemble  (i)  remplacer 
les  entiers  a,  ^,  ...  (supposés  toutefois  en  nombre  fini)  par  des 
nombres  du  corps  quelconques 

X.  S,  ...  entiers  de  K 
</,/>,  ...  enliers  lationnels 

les  X  restant  toujours  des  enliers  arbitraires  de  K.  Nous  appelle- 
rons   un    tel    ensemble    idéal  fractionnaire  ;    il    vérifie    encore 

les  propriétés  I  et  II.  .Ses  termes  m  =  -^  sont  des  (piotients  d'entiers 

complexes  m  du  corps  par  des  enliers  rationnels  d,  limités  supé- 
rieurement en  valeur  absolue  (au  plus  égaux  au  plus  petit  mul- 
tiple commun  de  |rt|,  |/'|).  H  eu  n'sulle  que  les  points  correspon- 
dants (ttt,,  ...,Trj,^)  forment  encore  un  module  tvpe  :  les 
inégalités  |nï/|  <<  î  entraînent,  puisque  les  d  sont  limités,  une 
limitation  supérieure  pour  les  fondions  svmétriqiies  élt'-menlaires 
des  0),  fondions  qui  sont  des  entiers  rationnels;  il  n'v  a  donc 
qu'un  nondjre  fini  de  solutions.  Le  même  raisonnement  que  pour 
les  idéaux  ordinaires  montre  (pie  ce  module  est  de  dimension  n 
et  tous  ses  points  sont  encore  donnés  par 

Il  Toi      ...      ro„  [j  =  |]  a-j      ...     x,i  II  X  RT         {x  entiers  rationnels), 
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la  base  relative  R  déllnie  à  une  équivalence  près  étant  cette  fois 
à  ternies  rationnels,  non  nécessairement  entiers.  La  propriété 
caractéristique  de  la  base  relative  subsiste,  de  même  que  la  condi- 
tion |)our  (|ue  l  idéal  fractionnaire  soit  principal,  c"est-;"i-dire 
iclcntifjiic  à  l'onsenihlc  des  multiples  d'un  nombre  de  R.  Il  en 
est  de  même  de  la  définition  de  la  divisibilité  et  des  propriétés  du 
])lus  grand  commun  diviseur  et  du  ])lus  petit  multiple  commun  de 
plusieurs  idéaux  fractionnaires,  mais  il  ne  suffit  plus  (|u'un  idéal 
contienne  une  unité  pour  être  confondu  avec  [i],  on  peut  affirmer 
alors  seulement  (\\x\\  contient  tous  les  entiers  du  corps  et  que  sa 
base  relatiK-e  est  l'inveise  d'un  tableau  à  termes  entiers  (')• 


Décomposition  des  idéaux  en  facteurs. 

On  peut  pousser  plus  loin  l'analogie  de  raritlimétique  des 
idéaux  d'un  corps  avec  larithmétique  des  nombres  ordinaires,  en 
montrant  la  possibilité  de  décompositions  en  facteurs.  Il  est  néces- 
saire pour  cela  de  définir  la  multiplication  des  idéaux  :  étant 
donnés  deux  idéaux  -X,  et  \>\y  (entiers  ou  fractionnaires)  on 
appelle  produit  dji'li,  Cidéal  défini  par  tous  les  produits  des 
termes  de  ^\>  par  les  termes  de  iH). 

Pour  définir  -l,iil>  il  suffit  évidemment  de  considérer  le  produit 
de  chaque  élément  d'un  système  d'éléments  en  nombre  fini  a,  ^,  ... 
définissant  -.lo  (par  exemj)le  les  n  nombres  d'une  base)  par  chaque 
élément  d'un  système  a',  3',  ...  définissant  \iï)  ;  car  le  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  -li  par  un  nombre  quelconque  de  ili> 

{x y.  -^  y  "i  ^  .  .  .)  ( x' 01.'  +  yp'  -\- .  .  .) 

est  compris  a  fortiori  dans  la  formule 

.r" ax'  -1-  y"  a3'  -;-  ^"  3a'  -f- .  .  . . 

Donc  ..l,\i!.  défini  j)ar  un  nombre  fini  d'éléments  est  bien  un  idéal 
(ceci  pour  le  cas  de  -loii'o  fractionnaire). 

La  multiplication  des  idéaux  est  manifestement  univoque,  asso- 


(')  Un  tel  idéal  est  en  crt'et  un  diviseur  de  l'idéiil  [i]  et  sa  base  relative  K  de- 
vant diviser  le  système  simple  [i],  R~'  est  à  termes  entiers. 
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cialive  et  coniiimlative 

le  produit  d'un  idéal  .1,  =  (a,  [i,  ...)  par  un  idéal  princi|)al  [w], 
(qu'on  noie  quelquefois  wX)  esl((i>a,  (.),j,  ,..)  et  est  formé  des  pro- 
duits par  Cl)  des  noriihres  de  ^K,;  en  particulier  le  produit  de  deux 
idéaux   principaiix  |  aj,  [fi]  est  l'idéal    |)rin«;ipal  [a^i].    Li<l<'-al  [i] 

Nérifîc  l'équation 

el,.\:  =  ,1-. 

Nous  allons  montrer  (jue  c'est  le  seul  et  é-taldir  en  même  tt,'m[)S  la 
possibilité  et  riinicité  de  ropératiOii  inverse  dt"  hi  multiplication. 
Il  nous  suffira  |)our  cela  d'établir  l'existence  cViin  et  un  sf'(/l 
idéal  -X'  \  inverse  cV un  idéal  donné  -l.,  c'est-à-dire  tel  que 

.l,-A.->  =  f.]. 

Supposons  -lo  défini  par  les  nombres  a,   j,  ...  de  K  et  considé- 
rons la  lorme  qui  sera  dite  contenant  l'idéal 

o{x^  y,  ...)  =  iT  --  3j'  -H. . . , 

et  les  n  formes  cp,,  cso.  . . .,  C5«,  dont  l'une  est  identique  à  es,  obte- 
nues en  remplaçant  a,  [i,  ...  par  leur  conjuj^ués.  Leur  produit, 
qui,  par  analogie  avec  le  cas  d'un  nombre  du  corps,  peut  s'appeler 
la  norme  de  la  forme  'f 

est  un  polynôme  de  degré  n  à  coefficients  rationnels;  appelons  — 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  coefficients:  <I^  ^  — <ï*  est 

un  polynôme  primaire,  il  est  divisible  par  c;  et  le  quotient  'l  de 
degré  n  —  i  a  ses  coefficients  dans  K  puisqu'ils  se  déduisent  par 
des  opérations  rationnelles  de  ceux  de  tl>,  et  de  es  :  ces  coefficients 
a',  ^',  ...  définissent  un  idéal  ali~'  qui  répond  précisément  à  la 
question.  En  efiet 

^1^-1,-1  =  (aa',  aT.  Sa'.  .  .  .); 

or  d'après  le  tliéorème  de  Kronecker  appliqué  à  <I>,,  qui  est  à 
coefficients  entiers  rationnels,  tous  les  produits  de  la  parentbèse 
sont   des   entiers    complexes,    donc    cl-A-~'    est   un    idéal    entier; 
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d'autre  part,  cet  idéal  contient  tous  les  coeflicients  de  <î>(  et  par 
conséquent  i  qui  en  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
entiers,  puisqu'ils  sont  premiers  entre  eux;  donc  -l.-.U~'  =  [i].  Cet 
inverse  est  unique  car  si  un  idéal  -1/  est  tel  que  -l.-l/=  [i],  on  a  la 
suite  d'égalités  évidentes 

oi,'  =  .1,'  [i]  =  c.!U'(=-i,.A->  )  =  (  JU'o'U)a.-i  =  x-K 

Si   -l.   est   un  idéal   principal   [^],    l'inverse  est     —    •  Si  -X,  est 

entier,  l'inverse  -A.~'  contient  tous  les  entiers  du  corps,  et  sa  base 
relatne  est  V inverse  d^ un  tableau  à  ternies  entiers.  Récipro- 
quement, si  l'on  considère  un  idéal  A/  contenant  une  unité  et 
dont  la  base  relative  est  par  conséquent  de  la  forme  précédente, 
tout  nombre  de  l'inverse  de  ■A>\  niultij)lié  par  i  qui  est  dans  ^l.', 
doit  donner  un  entier  complexe;  donc  cet  inverse  composé  d'en- 
tiers est  un  idéal  entier. 

Du  fait  de  l'existence  et  de  l'unicité  de  l'inverse,  on  déduit 
immédiatement  l'existence  et  l'unicité  du  quotient  de  ^L  par  iib, 
c'est-à-dire  de  la  solution  de  l'équation 

ill,,\;  =  X,         équivalente  à         -\-  =  -.1.111)-'. 

Appliquons  les  résultats  précédents  à  la  divisibilité  des  idéaux 
entiers  ou  fractionnaires.  On  a,  entre  cette  notion  àéUnie  a  priori, 
et  celle  du  produit  la  relation  qui  complète  l'analogie  avec  la 
divisibilité  des  entiers  :  si  le  quotient  cV un  idéal  X  par  un 
idéal  iiî>  est  un  idéal  entier  3,  A.  est  divisible  par  i)b  ;  et  réci- 
proquement si  -X,  est  divisible  par  iil,  le  quotient  de  -X,  par  \s\<  est 
un  idéal  entier.  Si  X  =  iil)S,  tous  les  nombres  de  -A.  sont  mani- 
festement contenus  dans  \il)  puisque  produits  de  termes  de  il'-)  par 
certains  entiers  complexes  (appartenant  à  S).  Si,  réciproquement, 
les  nombres  d'un  idéal  X>  sont  dans  iji,,  le  produit  JUilb"'  est 
contenu  dans  iiliiil)"'  et  c'est  un  idéal  entier  S. 

L'application  au  plus  grand  commun  diviseur  et  au  plus  petit 
multiple  commun  est  immécliaie,  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  ;)!!,  ou  (0,  soit  le  plus  petit  multiple  commun 
ou  le  plus  grand  commun  diviseur  des  idéaux  X^  iil>,  . . .  est  que 
les  quotients  ;)li-A)~',  ;")lLi)b~',  ...ou  cl.(D~',  \ib(î)~',  ...,  soient 
des   idéaux   entiers  premiers  entre   eux.    Démontrons-le,    par 
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exemple  pour  ,"»H,  .^i  .>rc-A.~',  ;Ml »iî)~' ,  . . .  ii"i't;iifiii  pas  premiers, 
ils    itmaieiil     un    (li\isetir    'j.^    el    .Mc^Jf"'     sérail    un    idéal    miilliple 

enmmiiii    de     l,    iH. puisque   (  ,1|ia'"' )-V,"-' ,    (."»rL'I'    ')lit>~',    ... 

seraient  des  idi-anv  cnliers;  it'ci  piiKpirnK'nl  Imit  inidl  ipli' eoniin  un 
aulie  (pie  le  plus  pelil  esl  de  la  (orme  'AiT^.  el.  ses  cpiolienls  par 
-t,  ii!>,  .  .  .  admellenl.  '^  jionr  eommiin  disisenr,  el  ne  sont  pas  |)re- 
miei'S.  I.a  nn'nie  dénionsir.il  Km  s  <lcnd  à  (0:  la  pidju  it-h-  a  une 
plus  i;iande  importance  tpie  pour  les  entiers  rationnels,  la  notion 
de  (piolicnl  étant  cette  fois  poslé-rieure  à  celle  de  di\isil>dité,  el 
c'est  du  tliéorème  précédent  <pi On  déduit 

'J?  X  p.  g.  c.  d.  (.h,  >il>.  ...)=]).  ii.  c.  (1.  r-loÇ,  iil.'P,  ...,. 
<r  X  p.  p.  m.  c.(  J-.,  )tl.,  .  .  .)  —  p.  p.  m.  c.(^-l,y:\  iiî>0:\  .  .  .). 

I^es  conséquences  sont  ensuite  les  mêmes  (pie  pour  le>  nouilires 
rationnels  el  je  renvoie  au  Chapitre  111  pour  (pieUpjes-unes 
d'entre  elles,  aux  traités  élémentaires  d'aritliméti(|ue  ou  de  lliéorie 
des  nonil)res  |)Our  les  autres. 

Les  propriétés  et  (h'-monslialions  spéciales  (')  à  la  di\  isiljilité 
des  nombres  se  Iransporlent  ainsi  aux  idéaux  :  diverses  expres- 
sions d'un  idéal  fractionnaire  comme  (pioticnt  didéaux  entiers, 
idéaux  premiers,  ....  En  particulier  ////  idéal  en/ier  est  décom- 
posable  d' une  seule  façon  en  un  produit  d'idéaux  fiicniiers. 

{')  Il  y  a  cxc(^|)lioi)  ruiiic'"(ii-i  \\<>\iv  l'exisleiire  d'iim' iiilinili!' d'idi'aiix  |«rcrnicrs, 
il  faut  alors  iTKxlificr  la  (Jcmonslralion  liabitueile:  il  en  est  de  même  pour  toutes 
les  piopriétcs  où  intervient  la  notion  ilo  somme  de  riomln-es  (pac  exemple  les 
rongruences  et  le  tliéorème  de  I""ecinat  ),  celte  nolinn  ne  se  transpoitant  pas  aux 
idéaux  (voir  la  Note  lit). 
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CHAPITRE  VI. 


RÉDUCTION  CONTINUELLE  ET  THEOREMES 
DE  MINKOWSKI. 


Tableaux  réduits  d'un  système. 

I^oiir  avancer  plus  loin  dans  celte  ihéoiie  des  entiers  des  corps 
algébri(|nes  et  des  idéaux,  il  est  utile  et  même  nécessaire  d  étudier 
d  un  peu  plus  près  les  systèmes  de  tableaux,  notamment  pour  les 
relations  entre  les  différentes  bases  dim  idéal  et  la  recherche  des 
unités.  JNous  avons  étudié  au  Cha|titre  Ilï  les  systèmes  de  tableaux 
à  termes  entiers  et  même  fractionnaires  et  nous  avons  montré  que 
dans  un  tel  système  existait  un  et  un  seul  tableau  d'une  forme  par- 
ticulièrement simple  (forme  réduite  d'Hermite).  Lue  pareille  cir- 
constance se  présente-t-elle  dans  le  cas  général  et  dans  un  système 
de  tableaux  peut-on  distinguer  un  ou  plusieurs  tableaux  particu- 
lièrement simples  ou  remarquables?  Dune  façon  précise  peut-on 
donner  une  définition  (')  des  tableaux  réduits  d'un  système 
telle  que  :  celte  définition  soit  indépendante  du  tableau  particulier 
qui  a  servi  à  définir  le  système;  dans  tout  système  il  existe  au 
moins  un  tableau  réduit  et,  s'il  y  en  a  une  infinité,  on  puisse  les 
classer  dans  un  ordre  déterminé  et  également  indépendant  du 
laLileau  qui  a  servi  à  définir  le  système? 

Avant  de  chercher  une  telle  définition  il  n'est  peut-être  pas 
inutile  d'en  rappeler  l'utilité.  D'une  part  elle  peut  servir  à  con- 
stater l'écpnvalence  ou  la  non-équivalence  de  deux  tableaux  donnés 
A  et  B;  il  suffira  de  former  respectivement  les  tableaux  réduits 
des  systèmes  constitués  par  les  tableaux  équivalents  à  A  et  à  B  et 

(';  On  pourrait  particulariser  et  définir  seulement  les  tableaux  réduits  des 
systèmes  d'une  certaine  catégorie  et  non  de  tous  les  systèmes  simultanément.  Il 
ne  semble  pas  qu'il  y  aurait  un  grand  avantage,  exception  faite,  bien  entendu, 
des  tableaux  à  termes  entiers. 


<J>.  niVPITHK    VI. 

(le  cluTclicr  si  les  enseinhles  ainsi  ohleniis  sont  i«]enli(|iies  ou  non, 
(on  voit  pour  cela  la  nt-ccssilé  (Je  bien  ordonner  ces  ensembles). 
D'aulre  part,  soit  à  trouver  tous  les  systèmes  vtîrifianl  certaines 
conditions,  se  traduisant  par  un(r  même  condition  pour  les  tableaux 
(|)ar  exemple  un  déterminant  donn(''),  il  suffira  de  rlir-rrlier  tous 
les  tableaux  réduits  vérifiant  cette  condition. 

Supposons  d  abord  <|iie  clia(jue  système  cnvisaj^é  soit  défini  par 
un  de  ses  tableaux  T  d'(jrdre  n.  On  j)eut  considé-rer  le  système 
défini  par  T  comme  ccmslilué  par  Teusemble  des  bases  d'un  module 
type  5  de  points.  Tout  revient  alors  à  clierclier  une  base  ou 
encore  un  tableau  remar(piable  de  G,  car  en  suivant  la  marche 
donnée  dans  la  démonstration  du  théorème  fondamental,  on  peut 
déduire  d'un  tel  tableau  une  base  et  même  une  seule  base.  L  ne 
mliiilion  simple  peut  conduire  à  la  définition  d  un  tel  tableau  : 
pour  l'espace  à  une  dimension  la  question  ne  se  pose  |)as,  pour 
le  plan  (réel)  un  tableau,  à  l'ordre  près  des  lij^nes,  définit  un 
triangle  oAiAo  et  réciprocpiemenl  en  adoptant  un  ordre  pour  les 
côtés.  On  aura  un  tableau  remarquable,  ou  au  plus  un  nombre  fini, 
en  cherchant  celui  ou  ceux  de  ces  triangles  dont  les  côtés  issus 
de  o  sont  les  plus  petits  possibles  et  en  adoptant  pour  ordre  des 
côtés  l'ortlre  de  grandeur.  De  même  pour  l'espace  (réel)  on  peut 
prendre  le  tétraèdre  oA(AoA;j  qui  a  les  plus  petits  côtés,  et  ainsi  de 
suite,  on  étend  sans  difficulté  aux  espaces  à  n  dimensions  réels  ou 
semi-réels. 

Traduisons  en  langage  algébrique;  pour  comparer  les  côtés 
adoptons  pour  expression  de  la  distance  une  dislance  généralisée 
quelconque,  soit  S(om).  Ceci  convenu  on  peut  énoncer  le  résultat 
prévu  géométriquement  : 

Dans  tout  module  type  de  diineiisioii  n,  il  existe  toujours  un 
nombre  fini  [non  nul)  de  tableaux  \,  \(\)  ^o,  J'ormés  de 
points  A,,  Ao,  A3,  ....  A„  tels  que 

S(0A)^S(0Ai)         (a  quelconque  de  G), 
,  ,  ,  S(o.a)  ^  S(oA2)        (a  (ie  C  et  non  de  oAi). 

(l)  ^  ./    -         V  /  V 

S(oa)  ^  SfoAs)         (a  de  5  et  non  de  0A|Aî), 


en  particulier 

(i  bis)  S(oA,)^S(oAï)^...^S(oA„); 
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on  a  désigné  pour  abréger  par  o.v,,  oa,  Ao,  ...  les  espaces  à  1,2,... 
dimensions  définis  par  o  et  a,;  o,  a,  et  a^;  ....  On  peut  trouver  un 
point  A,  de  (?  tel  que  S(oA|)  soit  minimum,  il  suffit  de  le  choisir 
parmi  les  points  a  de  t,  en  nombre  fini,  vérifiant 

S(oa)SS(  ob), 

B  étant  un  point  de  H.  S'il  va  plusieurs  solutions,  on  choisit  l'une 
d'elles;  on  peut  déterminer  de  même  un  point  Ao  de  cT,  n'apparte- 
nant pas  au  sous-espace  oa,  et  tel  que  S(oa2)  soit  le  plus  petit  pos- 
sible, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  n  points  qui  forment  un  tableau  V 
à  déterminant  non  nul.  Comme  il  n'y  a  hésitation  chaque  fois 
(|u'entre  un  nombre  fini  de  points,  en  envisageant  tous  les  cas 
possibles,  on  n'obtient  quiin  nombre  fini  de  tableaux  \  ,  nous  les 
appellerons  tableaux  minima,  et  S(oA(),  S(oa2),  ...,  S(oa„) 
seiont  dits  un  système  de  distances  minima. 

De  chaque  tableau  minimum  A  ainsi  obtenu,  on  peut,  comme 
nous  lavons  dit.  en  suivant  la  méthode  indiquée  dans  la  démons- 
tration du  théorème  général  (Chap.  II  et  III)  déduire  une  et  une 
seule  base  U  de  t  (peut-être  identique  à  \  ) 

U  =  SV 

(S  à  termes  fractionnaires  de  la  forme  réduite  d'Hermite).  Les 
tableaux  U  sont  équivalents  à  T,  leur  définition  est  indépendante 
du  tableau  T  choisi  pour  définir  ce  système;  nous  dirons  que  ce 
sont  les  tableaux  réduits  du  système  ('  ). 

INous  verrons  plus  tard  comment  on  peut  fixer  en  général  une 
limite  inféiieure   aux  termes  de  S  (leur  limite  supérieure  est  i). 

Dans  le  cas  du  deuxième  ordre,  cette  limite  est  -  et  il  existe  au 

2 

moins  un  tableau  minimum  qui  soit  une  base.  Considérons  le 
tableau  équivalent  et  peut-être  identique  à  S 


6, 


ayant  mêmes  termes  que  S  dans  la  diagonale  principale,  mais  tel 
que  [  6,  I  soit  au  plus  égal  à  — •  Soient  a',,  a!,  les  points  de  S,  X  V 


(')  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  cette  démonstration  non  seule- 
ment prouve  l'existence  des  tableaux  réduits,  mais  encore  fournit  un  moyen  de 
les  calculer  par  des  opérations  en  nombre  fini. 
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qui  e>l  encore  une  base  de  o  .  On  a 

A'i  =  </,  Al,  S(  0\',  )  =  Oi  S(  OAj  /. 

Comme  S(  oAi^  e>l  un  inininnun,  il  est  inipossil)l«^  que  «,  soil  infé- 
rieni'  à  i  et  a,  esl  i(lenti(|iie  à  a,.  Ou  a  ensuite 

Aj  =  /»!  A|  —  0.,\2.  S(  OAÔ  )  =  I  6,  I  SlOAi)  -r-  /Ji  SCOAîj  =  (  1  ^l  |  -r-  6,)  S(OAî  I. 

or  [  6(  I  esl  au  |ilus  égal  à  -^  b,  c>l  ûnm:  au  moins  égal  à  -,  sinon 
S(oa', )   serait    inférieur   à   S(oa2).    Comme   Oj   est    linverse  <1  un 

uiinihie  entier,  il  est  éiial,  soit  à  i  et  alors  \   est  une  jjase:  soil  à  -, 

^  i 

il  en  est  alors  de  même*  de  \b,\  [sinon  S(  oa'j)  ■<  S(  oao)].  et 
S(o\',  ")  =  S' <>\2'-  11  en  résulte  que  S,  x  V  qui  esl  une  base  est  un 
tableau  inininiinn.  Ce  second  cas  ne  se  présentera  pas  si  l'une  de- 
inégalités  conditionnelles  précédentes  devient  une  véritable  inéga- 
lité, ceci  se  passe  notamment  pour  une  distance  généralisée  dont 
le  corps  caractéristique  est  partout  convexe:  il  ne  se  présentera 
pas  nnii  plus  -i  I  on  sait  à  1  avimce  (pi'il  n"v  a  qii  nu  seul  lableau 
niHiiniuiii  (  '  I. 

Dans  ce  que  nous  a\oiis  dit  juscjuc  maintenant,  nous  n'avons 
pas  spécifié  la  dislance  généralisée  choisie.  En  adopiant  |)ar  exemple 
la  s|)annc  à  r  ^  s  paramètres  pour  des  valeurs  déterminées  des  )..  'x. 

S(OM  )  =  maximum  (  À,  |  ;/  |,  ;i.y|  rj  |  ), 

on  j)eut  cherelier  à  diminuer  le  nombre  de  tableaux  réduits;  il 
suflit  d  ajouter  des  conditions  siipplémenlair(>s  pour  la  délînition 
des  tableaux  A  .  Remarquons  d  abord  que  chaque  point  a,  d  Un  tel 
tableau  Y  peut  être  remplacé  par  son  symétrique  |iar  rapport 
à  l'origine.  — a,:  nous  pouvons  faire  un  choix  entre  les  deux  points, 
en  convenant  par  exemple  de  ne  considérer  que  celui  dont  la  pre- 
mière coordonnée  est  positive  (-),  si  elle  est  réelle  et  non  nulle.  Il 
peut  encore  se  faire  (pi  il  \   ait  indécision  dans  Tordre  des  lignes 

(')  On  peut  remarquer  que  le  raisonnement  précédent  s'appliquerait  encore, 
dans  le  cas  du  11'-°"  ordre,  au  mineur  formé  par  les  deux  premières  lignes  et 
colonnes  do  S. 

(-)  On  pourrait  faire  un  choix  analogue,  si  elle  était  imaginaire,  en  considérant 
sa  partie  réelle  mais  nous  verrons  que  cela  aurait  moins  dintérèt  au  point  de 
vue  où  nous  aurons  à  nous  placer  dans  la  suite. 
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consécutives  do  \  lorsque  les  points  de  ces  lignes  sont  à  une 
même  spannede  I'orii;ine,  ou  encore  sont  des  inininia  simultanés. 
Uan-^  ce  Ciis  nous  (li>lini;ticrons  le  laiif;'  de  chaque  spanne.,  cest- 
à-dire  le  rang  de  la  coordonnée  à  laquelle  elle  est  égale  et  nous 
rangerons  les  points  dans  le  même  ordre  que  le  rang  minimum  de 
ces  spannes;  il  n  v  aura  plus  indécision  (pie  si  plusieurs  de  ces 
spannes  sont  de  même  rang  (  '  ).  On  |)eul  écrire  ces  nouvelles  con- 
ditions 

(■2)  /''i>o,         ki=( p\,p{,  ...,pi), 

(si       S(OA/)  =  S('OA/+i), 

(ibis)  { 

(   rans  S(oA,)£iang  S(oA/4-i). 

Ces  coiidilions  condiiisenl  à  un  résiilliil  ])arliculièrcnient  simple 
si  T  est  à  lermes  réels  et  s  il  n'y  a  ]);is  de  lelalion  linéaire  homo- 
gène à  coellicients  entiers  entre  les  lermes  d'une  même  colonne 
de  T.  Alors  la  donnée  de  la  i'^^'*'  coordonnée  d'un  point  de  G  en- 
traîne la  connaissance  de  ce  point,  chaque  ligne  de  \  est  bien 
déterminée  et  il  n"v  a  dans  ce  cas  qu' un  seul  tableau  réduit. 

Réduction  continuelle  pour  le  deuxième  ordre. 

La  délinition  des  tableaux  réduitspar  les  condilions(  i),(2)et(2  bis) 
convient  dans  tous  les  cas  où  le  tableau  est  bien  déterminé,  c'est 
ce  qui  se  présentait  en  particulier  dans  les  recherches  de  MM.  Jor- 
dan et  Poincaré  sur  les  formes  à  coelficienls  entiers.  INJais  il  peut 
arriver  qu'un  tableau  ne  soit  défini  qu'à  une  dilatation  près.  C'est  le 
cas  si  Von  considère  les  tableaux  auxquels  une  forme  décomposable 
est  associée  ou  encore  les  opérateurs  d'un  tableau  donné  à  termes 
réels.  Il  faut  alors  chercher  à  définir  dans  le  système  de  tableaux 
équivalents  à  T  un  ensemble  réduit  de  tableaux,  vérifiant  les 
conditions  énoncées  au  di'but  du  (Chapitre,  et  tel  en  outre  que,  si 
Von  fait  sur  T  une  dilatation,  on  obtienne  l'ensemble  réduit 
du  nouveau  système  en  faisant  la  même  dilatation  sur  les 
tableaux  de  r ancien  ensemble. 

(')  Si  ces  spanues  sonl  de  même  rang  on  pourrait  classer  les  points,  en  consi- 
dérant les  points  d'un  espace  à  n — i  ou  n  —  2  dimensions  obtenus  en  suppri- 
mant les  coordonnées  de  rang  «,  et  s'il  y  a  lieu,  leurs  imaginaires  conjuguées  et 
en  classant  les  nouveaux  points  suivant  les  grandeurs  de  leurs  spannes. 
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Un  procéda  iinmcMlial  (loiir  avoir  un  tel  ensemble  réduit  est  de 
prendre  lous  les  taldeaux  U  <''(|uiv;denls  à  V  tels  «jue,  pour  une 
cerlalne  dilalalmn  I^.  le  lahicaii  11^  <'(pii\al<'nl  à  TE  soit  rc'diiit 
au  sens  indi(jué  prt-crdeininent.  Vin  ellel,  si  Ton  remplace  T 
par  TE,  le  lableau  Llii  est  encore  susceptible  de  devenir  réduit 
pour  la  dilatation  EE^'  et  réciproquement;  l'ensemble  correspon- 
dant à  TE|  se  déduit  donc  de  rcnsornble  correspondant  à  T 
par  la  dilatation  E,.  Il  est  nécessaire  en  outre  de  montrer  que 
rensembic  ainsi  défini  est  susceptible  d'être  ordonné  et  que  ce 
rangement  ne  clian<;e  pas  si  Ion  fait  une  dilatation  sur  T.  Avant 
d'aborder  l'élude  de  tels  ensembles  dans  le  cas  général  examinons 
le  cas  particidier  des  tableaux  du  deuxième  ordre. 

Cas  imaginaire.  —  Soit  d'abord  T  formé  de  deux  colonnes 
imaginaires  conjuguées 


T  = 


la      a  —  la 
ib'      b  —  ib' 


et  soit  (i  +  i^',  ;  —  i^')  un  point  du  module  îr  avant  T  pour  base. 
Pour  avoir  une  représentation  réelle  associons  à  G  le  module  G' 
(réseau  de  parallélogrammes)  formé  par  les  points  M'(^,  ;'). 
La  spanne  S(om)  ^  |  ^ -h  iç' ]  est  égale  à  la  vraie  distance  om'; 
son  corps  caractéristique  étant  convexe,  les  tableaux  minima  \ 
sont  aussi  réduits.  Pour  les  trouver,  il  nous  faut  donc  chercher 
dans  G'  les  couples  de  points  a',,  a'^,  tels  qu'aucun  point  de  g'  ne 
soit  plus  rapproché  de  o  que  a,  et  qu'aucun  point,  exception 
faite  de  ceux  de  la  droite  oa,,  ne  soit  plus  rapproché  de  o  que  a,. 
Si  l'on  remplace  T  par  T  x  E 

E  =  [a-f-  /S.  a—  /3],  a-t-  t3  =  \/'x^—  _32(coso-+-  t  sin'^), 

ceci  a  pour  elFet  de  multiplier  l'imaginaire  r  -i-  i;  p^r  l'imaginaire 
fixe  a  -|-  /^3,  c  est-à-dire  revient  à  faire  sur  les  points  de  C'  une  même 
rotation  d'angle  a  suivie  dune  homothélie  de  rapport  \/a-  -4-  ,3-. 
Cette  opération  ne  change  donc  pas  les  rapports  mutuels  des  dis- 
lances om',  de  sorte  que  les  transformés  des  points  a',,  a!,  jouissent 
de  la  même  propriété  dans  le  nouveau  module.  Donc  les  nouveaux 
réduits  sont  V  x  E  et  l'ensemble  des  tableaux  susceptibles  de 
devenir  réduits  après  une  dilatation  est  identique  à  l'ensemble 
des  tableaux  réduits  pour  un  T  déterminé. 
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ln(li(|uons  rapidement  les  (li\eis  cas  ([iii  peuvent  se  présenter 
dans  la  reclierclie  de  ces  tableaux  réduits  :  s'il  n'y  a  qu'une  indé- 
cision de  signe  pour  a,  et  Ao,  il  y  a  quatre  tableaux  réduits, 


a» 


ta  i     «1 
ia'.y     a> 


la  I 

iaL 


-i,-iJV, 


i,iJV,        [i,-i]V. 


S'il  y  a  indécision  pour  le  clioix  du  deuxième  |)oint  entre  ±  Ao 
et  ±  A:(,  un  calcul  simple  donne  la  valeur  de  A3  et  montre  que,  en 
plus  des  tableaux  réduits  déjà  obtenus,  il  en  existe  quatre  autres, 
produits  des  premiers  à  gauclie  par  l'un  des  tableaux 


11  peut  y  avoir  encore  indécision  entre  dz  A)  et  rt  Ao,  si 

S(oAi)  =  S(oA2); 

alors,  en  plus  des  cpiatre  |)rcmiers  tableaux  existent  quatre  nou- 
veaux déduits  des  premiers  par  un  changement  de  lignes,  ou 
encore  par  une  multiplication  à  gauche  par 


Enfin,  il  peut  y  avoir  combinaison  des  deux  cas  précédents,  c'est- 


à-dire  indécision  entre  ±A(. 


(ao4-  a,)  ou  ±(ao—  a,); 


les  points  de  G' ont  alors  dans  le  plan  une  disposition  en  quinconce 
ou  encore  forment  un  pavage  hexagonal.  On  a  dans  ce  cas  vingt 
nouveaux  tableaux  obtenus  en  multipliant  les  premiers  à  gauche 
par  l'un  des  deux  systèmes  de  cinq  tableaux 


0 

> 

1 
0 

) 

=t  I     I 

I         o 


La  forme  décomposable  associée  à  T  est  une  forme  binaire  qua- 
dratique définie 

^(^x^  y)  =  {ax  +  by  f--\-  {a' X  -^  b'y)-, 

les  formes  associées  aux  V,  quel  que   soit  le  cas  considéré,  sont 
identiques  seulement  à  deux  formes  distinctes, 

*(^j  y )  =  ^ x''- ±  iBxy  -H  Gy-; 
C.  7 
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cos  formas  sont  «''(itiiviilcnlcs  à  f.  (ju  |)(miI  (Jonc  les  considc-riT 
conime  n'diiiles.  I^llos  vi'iijient  d' dillriirs  Ira  conflitions  don- 
nrrs  par  (  îaiiss  pour  dr/lnir  la  J  orme  iril  m  Ir  d  un  sysirmc 

Pl  noiir  l'iiiii'  d ClIt'S  Ir  cocfliciciil  ilii  Icriiii-  icclfiiiijlf.'  osl  |i()Sili(. 
I,;i   incmirrc;  de  ces  ((tiidilloii-^,  <|iii  peiil  s  ('•cnre 

a\  -+-  rt ,- 1  a I  -i-  rt j- , 

exprime  en  effet  que  s-,  n'esl  |)as  plus  r.'ipj)rocli<''  de  l'origine 
que  A(.  I>;i  seconde  |)eul  s'(*cpire 

et  exprime  que  l'un  des  jx^inls  AoiAi  n'est  pas  plus  rapproché 
que  A...  Les  trois  cas  d'ambiyuïlé  correspondent  respectivemeni 
aux  cas  limites  des  conditions  de  Gauss 


C>A=    2BI,         G  =  A>|v.H|, 


I..BI- 


Il  peut  èlrc  inléressaiil  de  lemarquci-  (pie  la  (•onsich'ralion  de  la 
forme  (piadralique  associée  |iermet  de  classer  les  tahleaux  réduits  \ 
en  deux  ensembles,  suivant  fpie  le  coefficient  du  terme  reclangli- 
est  positif  ou  négatif.  On  auiMil  |)u  airiver-  au  même  résultat  en 
('I  iidiant  (les  classes  (é(pii\alcii(('  propre)  au  lien  de  systèmes  de 
tableaux. 

Tableaux  réels.  —  Passons  maintenant  au  cas  diin  tableau  du 
deuxième  ordre  à  termes  réels, 


T  = 


a     a 
b      h' 


et  soit  (c,  ;')  un  |>oinl  du  module  G  ayant  T  pour  base.  Supposons, 

l)Our  simpblier,  7-  cl    -7-7  irrationnels  ;    il  n  v  a  (ju  un    seul  tableau 
i  '1)1)  ^         i 

minimiini   vt'rili.inl   les  conditions   (1)   (2)   et  (2  Ois):  il   est  donc 

réduit.  En  outre,  il  existe  une  infinité  de  points  de  C  vérifiant  les 

inégalités  (Ghap.  Il,  Modules  Jinis), 

^>M>o.        \\'\<t. 
l'jlTecluons  sur  T  la  dilatation  définie  par 


nKDlCTION    CONTIMELLK    KT    TIIKOKKMES    DE    MINKOWSKI.  QtJ 

elle  remplace  un  point  (ç,  ;')  par  (zbX;,  d=  )/;')  et  la  spanne  de 
l'origine  au  point  (ç,  ;')  devient,  puisqu'elle  ne  dépend  que  des 
valeurs  absolues  des  coordonnées, 

(3)  AÀ^  >-';''        (À,>0>o. 

Donc,  tout  cou[)le  île  points  de  G  susceptibles  de  devenir,  après 
une  dda  talion  convenable,  un  tableau  réduit,  constitue  au  signe  près 
un  tableau  réduit  équivalent  à  T  lorsqu'on  remplace  la  spanne  par 
la  spanne  à  deux  paramètres,  en  donnant  à  ces  paramètres  des 
valeurs  convenablement  choisies.  Réciproquement  tous  les  tableaux 
réduits  relativement  à  la  fonction  (3)  où  ).,  )/  sont  des  paramètres 
arbitraires,  sont  susceptibles  de  devenir  des  tableaux  réduits  après 
une  dilatation  convenable.  C'est  le  principe  de  la  réduction  con- 
tinuelle d'Hermite  (')  (ainsi  appelé  à  cause  de  l'introduction 
des  paramètres  continus).  Cherchons  donc  l'ensemble  des  tableaux 
réduits  relativement  à  la  fonction  (3);  à  chaque  système  de  va- 
leurs A,  )/  ne  correspond  qu'un  seul  tal)leau  réduit,  mais  la  réci- 
proque n'est  pas  vraie. 

Remarquons  dabord  qu'on  obtient  le  même  tableau  réduit  si 
Ton  remplace  A,  )/  par  «À,  /).',  car  cette  opération  multiplie  les 
spannes  de  tous  les  points  (-)  par  t  et  ne  change  pas  leurs  rapports 
mutuels.  On  peut  donc  se  borner  à  considérer  les  systèmes  de 
paramètres  dont  le  produit  est  égal  à  i ,  ou  encore  au  lieu  de  la 
fonction  (3)  la  fonction 


i^bis)  /<"''•- X^') 


S).(om). 


Ceci  convenu,  on  peut  montrer,  comme  nous  l'indiquerons 
ultérieurement,  qu'il  existe  une  suite  infinie  dans  les  deux  sens 
d'intervalles  pavant  (o,  oc), 

/liin)./    =-T- 
o<...<X_2lX_i^X,£X,^...<4--x  , 

\lim  A_,-  =  o 

tels  que  dans  chaque  intervalle  existe  un  seul  tableau  réduit.  On 
obtient  par  le  fait  une  suite  de  tableaux  réduits  ordonnée  et  illi- 
mitée dans  les  deux  sens. 

(')  Il  employait  toutefois  pour /au  lieu  de  la  spanne  la  distance  ordinaire. 
(-)  Ou  encore,  revient  à  faire  sur  G  une  homothétie. 


«  IIAIMTKK    VI. 


Mais  on  <l(>il  loujoiMs  à  llcrmilo  um;  nn'-llioil»;  pour  ul)lciiir  un 
ensemble  plus  simple  de  lahle;ni\  nWluils,  en  eonsidéianl  seulement 
cerlaiiis  lahleaux  |)ail  iciiiièi  euirul  reniai  (jualiles  <ie  rcnsemble 
|)r(''cédenl  (llennile  a|)pelaiL  les  lurmes  corresjiondanles  réduites 
principales)]  eliacun  deux  est  tel  que,  pour  une  valeur  conve- 
nable /|  de  A,  non  seulement  il  est  réduit^  mais  encore  les 
points  qui  le  constituent  sont  à  une  même  spanne  de  V origine 
[mini  ma  simultanés).  A\ec  riiypoLh«-se  laite,  ceci  nesl  possible 
(jue  si  ces  s|)annes  sont  de  rang  dilléienl. 

Monlnuis  I  exislence  d(;  lels  tableaux;  soil  un  point  \(a,  a') 
rendant  f  minimum  pour  une  certaine  valeur  de  A,  tout  jtoint 
(^,  ;')  de  G  à  Texcepllun  de  ( —  a,  —  a')  et  (o,  o)  vérifie  au  moins 
Tune  des  inégalités 

|:|>l'^l         <"J  |:'1>I^'I; 

sinon  un  cerlain  point  v  aurait  ses  coordonnées  inférieures  (  '  )  en 
\aleur  absolue  à  celles  de  a  et,  quel  que  soit  A,  la  spanne  de  ce 
point  à  o  serait  inférieure  à  celle  de  a.  Mais  alors  si  1  on  considère 
la  valeur  "A|  du  paramètre  défini  par 

À,  |a|  =  ^ja'j  =  S>,,(OA), 
'-\ 

tout  point  M  de  (?  vérifie  au  moins  lune  des  inégalités 

>m|U>S>,.(oa),  ou  ^|i'|>S>.,(OA), 

donc 

S(om)  >  S(oa), 

et  S(oAj  est  miiiimiini  pour  ceitt;  valeur  y.,;  par  raison  de  con- 
tinuité, elle  le  sera  encore  pour  des  valeurs  infiniment  voisines. 
Ceci    posé,   faisons  croître  ).  à    partir  de   A|,   S(()a|  devient  égal 

à  A|a|,  puis(jiie  ^  |  ^-  |  d(''croîl.  Mais  il  ne  peut  rester  indéfini- 
ment minimum  (^-),  car  si  Ion  considère  un  point  (0,0')  de  P  tel 
que  I  0  I  ■<  1  5: 1  pour  une  valeur  siiflisamment  grande  de  A,  la  spanne 


(')   L'cgalilé  est   impossible    par  suite    tie  l'irrationalité  île  y 

(-)  Il  n'en  serait  plus  nécessaiieiiieiit  ainsi  si  j  n'était  pas  irrationnel. 
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de  ce  point  devient  aussi  éyale  à  ),  |  o  |,  d(jnc  inférieure  à  celle  de  a. 
Donc,  toujours  pour  raison  de  continuité,  il  existe  une  valeur  /, 
de  ).  (pie  nous  appellerons  critique,  pour  laquelle  S(oa)  cesse  dètre 
minimum  (')  en  étant  égal  à  la  spanne  d'un  autre  point  B(|i,  ,3'), 
qui  est  de  rang  2.  Manifestement  b  n'est  pas  sur  oa,  il  forme 
donc,  avec  a  comme  première  ligne,  un  tableau  à  déterminant  non 
nul  \',  répondant  à  la  question.  On  voit  en  même  temps  que,  pour 
des  valeurs  de  a  supérieures  à  /,,  S(oa)  n'est  plus  miniiuum;  pour 
des  valeurs  inférieures  à  A,,  S(oa)  est  de  rang  2,  de  sorte  rpi'on  a 
ainsi  le  seul  tableau  répondant  à  la  question  et  dont  a  est  pre- 
mière ligne.  Si  l'on  fait  croître  À  à  partir  de  /,,  S(ob)  est  mini- 
mum, d'abord  de  rang  2,  puis  change  de  rang  pour  une  certaine 
valeur  "Ao  et  cède  la  place  à  un  point  c  pour  une  valeur  4;  »  et  c 
forment  un  nouveau  tal)leau  Vo  répondant  à  la  question  pour  cette 
valeur  i,.  et  ainsi  de  suite.  De  même,  en  faisant  décroître  /. 
à  partir  de   Ai-  on   aurait  obtenu  des  valeurs   /_,,  l_2i   •  •  •  et  des 

tableaux  ^_^.  A  _o Par  ce  cheminement;,  obtient-on  tous  les 

tableaux?  Il  n'en  existe  pas  pour  des  valeurs  intercalaires  des  ).,  il 
suffit  de  montrer  que  les  li  deviennent  infiniment  grands  et  les  /_/ 
infiniment  petits,  ou  encore  qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs  critiques  dans  tout  intervalle  I  intérieur  à  (o,  co).  Soient 
pour  cela  {e^,  e',  ),  (Co,  c'-i)  des  points  de  C  tels  que  l'intervalle 


\/rr\ 


comprenne  l.  Pour  toute  valeur  de  a  dans  1, 

Donc  tout  point  m  tel  que  Sx(om)  soit  minimum  pour  une  valeur 
de  A  comprise  dans  1  doit  vérifier 

<À:ei| 


\\l'\<\\e',\ 


\\\   <k.l- 
\\'\<\e',\. 


(1)  On  aurait  pu  présenter  cette  déuionstration  un  peu  difTéremment,  de  façon 
à  n'avoir  pas  à  se  servir  de  raisons  de  continuité.  Il  m'a  semblé  préférable  de 
conserver  à  peu  prés  la  marche  suivie  par  Hermite;  elle  a  au  moins  cet  avantage 
de  s'étendre  plus  aisément  au  cas  général. 


ciiAi-rriii;  \i. 


il   ne  peiil    v   <ii  ;i\()ir  (|ii  un    iininltir   liiii   cl.   jcir  conscMiiieiil.  un 
noinlire  lini  de  valeiiis  criU(|iics  [*  ). 

\ji\  suile  de  lahleaux,  illimilée  dans  les  deux  sens 


\ 


\ 


est  ran<;ée  dans  le  même  ordr»;  ([iie  les  valeuis  criti(|iies  sur  la 
demi-ilroile  (o,  ce)  ou  (|ue  les  logarillimes  de  ces  valeurs  sur  la 
droite  ( —  x,  -f-  x).  On  a  bien  ainsi  un  ensemble  réduit  ;  sa  défi- 
nition et  son  classement  sont  indé|)endanls  du  tableau  T  qui  (N'-Ilnil 
le  syslème;  d'antre  part,  si  l'on  reniplaee  T  par  T'=T1£, 


la  suite 


V_,  X  E,     V_,  X  E,     V,  X  E,     \\  X  E,     . . 


vérifie  les  mêmes  propriétés  que  la  suite  préeédenle,  mais  pour  les 
qui  sont  dans  le  même  ordre  de  grandeur  que 


/ 


valeurs   //  x  1/ 

les  /,.  En  outre,  ou  n  a  |)U  introduire  de  iKuivfaiix  tablenux,  car 
on  peut  recommencer  le  même  raisonnement  pour  T  considéré 
comme  égal  à  ï'  x  E"'. 

Nous  avons  supjiosé  /•  >  o  :  dans  le  cas  contraire,  les  tableaux 
de  la  nouvelle  suite  auraient  les  termes  tie  leur  |)remière  colonne 
négatifs,  de  sorte  que  pour  avoir  un  ensemble  réduit  au  sens  strict 
du  mot,  il  faudrait  ajouter  à  la  suile  précédente  les  mêmes 
tableaux  (-)  multipliés  par  [ —  i]. 


(')  En  approfondissant  un  peu  ce  raisonnement,  on  verra  sans  difficulté 
que  S(oa)  est  minimum  pour  Tintervalle  (/_,,/,).  Ceci  permettrait  de  trouver 
les  résultats  indiqués  précédemment  pour  la  suite  complète  des  tableaux  réduits. 

{')  Pour  compléter  la  question  il  y  aurait  lieu  de  chercher  des  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  tableau  T  donné  a  priori  appartienne  à 
rensend)le  réduit  du  système  qu'il  définit,  et  aussi  une  méthode  de  calcul  (qui 
se  trouve  identique  à  celle  des   fractions   cuntinuos  )  pour  trouver  les  termes  de 

rensembic.  rour   ces  questions,  de  même  que  pour  1  étude  du  cas  ou  j  et  rr  ne 

seraient  plus  tous  deux  irrationnels,  je  renvoie  à  mon  Mémoire  déjà  cité. 
J'ajouterai  une  dernière  remarque  :  au  lieu  d'employer  la  spannc  on  aurait  pu 
utiliser  une  autre  distance  généralisée  et,  en  particulier,  comme  l'a  fait  Hermite., 
la  distance  ordinaire.  On  obtient  les  mêmes  ensembles,  à  des  exceptions  isolées 
près. 
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Réduction  continuelle  pour  le  n"' ordre. 

Nous  pouNOiis  maintenant,  en  proeédaiil  par  indiiclioii,  traiter 
le  cas  (le  tal)leau\  du  //"""'  ordre  (définis  à  une  dilatation  près) 
à  ;•  colonnes  réelles  et  '.>.s  iinai;inaires  conjiigu('es.  Supposons  en- 
core qu'il  n'y  ait  aucune  relation  linéaire,  homogène  à  coefficients 
entiers  entre  les  termes  d'une  même  colonne  de  T  et  appelons  5 
le  module  ayant,  T  pour  base.  En  induisant  le  cas  du  second  ordre 
imaginaire,  on  est  amené  à  penser  que  seules  importent  les  valeurs 
absolues  des  coordonnées  des  points  m  de  G.  Nous  désignerons 
ces  /■  4-  5  =/?  valeurs  absolues  par 

k^ll,         |'^2|,         ...,         |0,    I. 

OU  encore  j)ar  jO/l,  ft  nous  utiliserons  aussi  la  spanne  à  p  para- 
mètres, généralisation  de  la  fonction  (3), 

(4)  S>.(o.m)  =  maximum  (X,|  Si  |,  },,|  o,  |,  ..  .,  À^,|  o^,  |); 

le  rang  de  cette  spanne  sera  le  rang  du  ou  des  À  |  o  |  maxima.  Quand 
il  nous  arrivera  de  distinguer  les  ii  coordonnées  (^i,  x-^,  •..,  x,,) 
d'un  point  de  5,  nous  a|)pellerons  ^,,  ^,,  ...,  t„  les  valeurs  des 
paramètres  k  qui  multiplient  les  valeurs  absolues  des  coordonnées 
correspondantes;  à  deux  coordonnées  imaginaires  conjuguées  cor- 
respondront des  t  égaux. 

Ceci  posé,  on  peut,  comme  dans  le  cas  du  deuxième  ordre 
à  termes  réels,  montrer  que  : 

//  exisie  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  des  para- 
mètres^ définis  chacun  à  un  facteur  près  de  proportionnalité, 
tels  que  pour  chacun  d^eux  existent  /•  H- 5  points  de  (T  dont  les 
spannes  soient  égales,  de  rang  différent  et  au  plus  égcdes  aux 
spannes  des  autres  points  de  ^. 

Parlons  d'un  système  déterminé  de  paramètres;  pour  ce  système, 
on  peut  trouver  au  moins  un  point  a  tel  cjue  S(oa)  soit  minimum. 
Supposons  plus  généralement  qu'il  existe  k  points  (/,>i),  a,, 
A^,  ...,  A/;  vérifiant  les  conditions  de  l'énoncé.  En  changeant  s'il 
y  a  lieu  l'ordre  des  o,  on  peut  supposer  cpie  les  spannes  S(oa,) 


io4                                                    iiiAciTiti:  VI. 
soiil  i'(!S|)C('li\  iiiKMil  (le  liiiii;   I,  V /,  . 

S(()A,)  =  /,|0,''|,  S.^OA,)=/,|0;-    I S(0\K)  =  U\fi',^''\, 

S(  oAi)  =  S(oA2  )=...=  SfoAA  )  =  m, 

le  syslrnie  de  paiium'lifs  ('laiil 

/|,      ....      //.,     /a-., f'r- 

Reinplarons  dans  le  syslrinc  l/_^^  par  A/;^,  <,'l  faisons  di'croîlie  )./i^.| 
trune  faron  conliniu;  depuis  la  valeiii*  l'/f^^•  I-iCS  /•  spanncs  précé- 
denles  reslenl  égales  à  m,  mais  lie  resleronl  pas  indéfiniinenl 
ininiiiia.  Sitil,  en  cfTel,  un  point  iî  de  è  donl  les  \alenrs  ahsolue^ 
des  coordonnées  vérifient  les />  —  i  inégaiilés 

//[ô/|</»         [i  =  {\,A..    ., /M,  /> -H  I  excepté]; 

d'après  I  livpt)tl)('se,  il  v  a  une  infinité  de  tels  jxjints  it.  Pour  /./y^^ 
suffisamment  petit,  on  a  aussi 

)./.^_,  I  0/,-Hi  I  <  m         et         Sfoi»)  <  m- 

Donc,  par  raison  de  continuité,  il  existe  une  valeur  /^^i  de  Aa^). 
pour  laquelle  m  cesse  d'être  un  minimum  en  étant  égal  à  la 
spanne  d'au  moins  un  autre  point  S(oAyt^.i).  Mais,  quel  que 
soit  ce  point,  cette  spanne  est  de  rang  /»-{-•;  en  efTet,  dans  la 
variation,  les  spannes  de  rang  difierent  de  /" -^  i ,  qui  étaient  pri- 
mitivement supérieures  à  /;*,  restent  toujours  suj)érieures.  Le  rai- 
sonnement est  valable  pour  /,•  quelconcpie,  on  peut  donc  le  recom- 
mencer à  partir  du  système  de  paramètres 

et  montrer  l'existence  d'un  point  aa+j  et  d'un  paramètre  /a+j-  El 
ainsi  de  suite  jusqu'à  obtenir />  points  et  un  svstème  de  j^aramètres 
correspondants. 

Si  Ion  remplace  ces  p  paramétres  par  />  autres  pro|)ortionnels 
(mais  positifs),  on  multiplie  les  spannes  par  un  même  facteur  el 
l'on  ne  change  pas  leurs  rapports  mutuels,  il  leur  correspond  donc 
les  mêmes  points  a/  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

Un  tel  système  de  paramètres  sera  dit  u/i  système  critique  et 
les  p  points  correspondants  des  mininia  simultanés.  Pour  déter- 
miner complètement  les  systèmes  critiques  nous  conviendrons  de 


poser 
(  4  /''•-■  ) 
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;    ou 

(  (À,)«.(X2;"^...(X/,)«,.=  1        («,=  i  ou  %). 


Alors  dp  iniiiiniii  siimillaiit';s  correspond  un  seul  système  critique 
défini  par  léqualion  précédente  et 

Mais  réciproquemenl  à  chaque  système  critique  peut  correspondre 
plusieurs  systèmes  de  miniina,  toutefois  en  nombre  fini.  On  les 
obtiendra  tous  en  remplaçant  chacun  des  points  a^  successivement 
par  chacun  des  points  a^  de  G  tels  que  S(oa^. )  soit  égal  à  S(oaa)  et 
de  même  rang.  On  obtient  déjà  ainsi  les  2/'  systèmes 

-^—  A 1 ,      un  A  2  •       •  •  •  1      ^—  A  !>  î 

mais  on  peut  aussi  en  avoir  d'autres,  si  certaines  des  coordonnées 
sont  imaginaires  (nous  en  avons  eu  des  exemples  dans  le  cas  du 
deuxième  ordre  imaginaire). 

Pour  montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  critiques  nous 
emploierons  la  représentation  géométrique  suivante  :  à  tout  sys- 
tème de  nombres  positifs  Xa  vérifiant  la  condition  (4  bis)^  nous 
ferons  correspondre  le  point  d'un  espace  à  p  dimensions 

(pi,  p,,  . . .,  p/,),         p/=  logÀ/. 

Tous  ces  points  forment,  si/)>>i,  un  sous-espace  A  de  dimen- 
sion p  —  I  et  d'équation 


{\ter) 


H  ?i 


Alors  tout  point  a  d'un  tableau  réduit  est  tel  que  S(oa)  est  mi- 
nimum pour  un  point  de  A;  considérons  tous  les  points  de  A  pour 
lesquels  S(oa)  reste  minimum.  On  pouvait  vérifier  sans  peine  que 
cet  ensemble  est  un  domaine  d\in  seul  tenant  (')  sans  trous, 
et  que  sa  frontière  est  composée  de  portions  de  sous-espaces  à 
p  —  2  dimensions,  il  nous  suffira  de  démontrer  qu'il   est  borné. 

(')  Chacun  de  ces  domaines  se  décompose  en  jo  domaines  parLiels  à  l'intérieu:- 
desquels  la  spanne  a  un  rang  déterminé.  Nous  avons  eu  un  exemple  de  tels  do- 
maines sur  une  droite  (deuxième  ordre).  Pour  un  exemple  dans  le  plan,  voir 
le  Mémoire  cité. 


io6  "  iiAi'i  rrti;  \  i. 

Pdiir  ((l.i.  ((insidi'-tons /y  |ioiiils  <lr  o,  le  /"^""^  u;^  étant  tel  <|ue  le: 
\ alciirs  ;il)st)|iies  (!<•  ses  coordonnées,  sauf  la  /,'"""'.  soient  inférieuie 
aux  valeurs  absolues  des  coordonnées  cories[)ondantes  de  a.  Mai 
alors  |)our  (|iic  S(oa)  soil  inlVricui-  à  S(on,),  il  taut  (|ue  cette  <ler- 
iiiére  s|ianiic  soit  de  ran;^^  i,  c'est-à-dire  que 

A,|o,' |>Àî|o,'  I.      À,;o,'  |>x,|oV'!,      •■••       >.|oVM>x„ie^'| 

cl  \\r  iwriwc  |>our  ii^;,  it , (  !es /)  systèmes  il  inéi:alités  tournissen 

dc'^  liniili'S  su|»ciicurcs  et  inférieures,  par  exemple,  pour  les  rap- 
ports ;— •  ce  <pii.  «'u  a\anl  é^;ard  à  .^his),  montre  lii<n  (pie  I  en- 
semble corrcsp<uidant  dans  A  est  borné.  IJ  autre  part,  ces  diverî 
domaines  (pii  j)eu\enl  avoir  des  points  communs  doivent  cou- 
vrir (')  tout  le  sous-espace  A  puiscpià  tout  svstème  de  paramètre.^ 
corres|iond  au  moins  un  minimum.  Donc,  si  />  >  i ,  il  y  a  une 
infinité  d'ensembles,  donc  de  minima,  donc  de  systèmes  de  minima 
simultanés  (de  chaque  minimum  on  peut  déduire  un  tel  système). 
Utilisons  encore  cette  représentation  géométrique  pour  niontrei 
que  les  systèmes  ciitiques  sont  isolés  (leur  ensemble  n'a  pas  de 
point  limite).  Il  suffit  de  montrer  que  dans  tout  domaine  1  borné 
de  A  II  existe  tju  un  nombre  lini  de  points  critiques.  jNous  y  arri- 
verons en  suivant  une  marche  analogue  à  celle  du  deuxième  ordre. 
Déterminons  un  point  0|  tel  que,  pour  tout  système  de  paramètres 
contenus  dans  I,  la  spanne  S(oD|)  soit  de  rang  i ,  il  suffit  pour  cela 
de  prendre  |oo|,  ...,  Jo  |  suffisamment  j^etits;  déterminons  de 
même  n^ n,,  tels  (|ue,  dans  1. 

S(ou,)  =  X,|o,'  I,         S(OD.>)  =  Àîlo,-!  |,         ...,         S(OD,,}  =  X/,|ô,f  |. 

Mais  alors  pour  que  la  spanne  d'un  point  de  G  soil  minimum  pour 
un  système  de  paramètres  dans  I,  il  faut  cpie 

|o,|<|o,<|.         |o,|<|5/|,  ....         |w,|<|o/>| 

et  il  ny  a  (luun  nombre  (ini  de  tels  points. 

Ensemble  réduit.   —    (.es  y>  minima  simultanés  forment   une 
matrice  de  type  (/),  n )  mais  dont  on  ne  peut  affirmer  qu'elle  soit 


(')  Les  systèmes  critiques  sont  des  points  communs  à  p  de  ces  ensembles 
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(le  rim;;  />,  de  sorte  (lu'en  supposiuil  même  5  =  o  el  p  = /i  ^  on 
nest  pas  certain  en  i;énéral  qu  une  telle  matrice  constitue  un 
tableau  du  module.  On  peut  tourner  la  diflicnlté  en  considérant  la 
spanne  à  p  paramètres  (4);  on  y  remplace  les  paramètres  par 
chaque  système  de  valeurs  critiques,  et  pour  clia(pie  distance 
^généralisée  ainsi  obtenue  on  cherche  le  ou  les  tableaux  miniina 
{Conditions  i,  2  et  2  bis)  et  les  tableaux  réduits  corres|)ondants  ; 
les  premiers  tableaux  conliendront  (Tailleurs  plusieurs  des  minima 
simultanés  (exactement  /v  si  l'on  peut  en  trouver  k  et  pas  plus  for- 
mant une  matrice  de  rang  k).  L'ensemble  ainsi  obtenu  se  trouve 
ordonné;  à  chaque  point  critique  de  A  correspond  un  nombre  fini 
de  tableaux  de  l'ensemble;  les  points  ayant  une  disposition  déter- 
minée on  peut  considérer  que  cette  disposition  constitue  un  clas- 
sement de  ces  tableaux. 

Cet  ensemble  est  bien  réduit;  étant  défini  à  partir  du  module  £, 
Il  est  indépendant  de  la  base  choisie.  D'autre  part,  si  l'on  rem- 
place T  |)ar  T'=TE,  on  remplace  les  valeurs  absolues  |  0/ 1  par 
/•/[  o/|,  les  /•  étant  les  valeurs  absolues  des  termes  de  E.  Donc,  au 
lieu  de  faire  les  opérations  sur  le  nouveau  module  e',  on  peut  les 
faire    sur    l'ancien   en    prenant   pour   spanne  à   p   paramètres,   la 

fonction 

ma\imum(>,|  /'i  |  0,  |,   .  .  . ,  Ip  r,j\  Oj,  \), 

on  obtient  les  mêmes  systèmes  de  minima  simultanés  (à  la  dilata- 
lion  près)  et  les  mêmes  tableaux  réduits.  Seuls  les  systèmes  cri- 
tupies  sont  changés  et  remplacés  par 


La  disposition  des  points  critiques  correspondants  dans  le  sous- 
espace  n'étant  pas  changée  de  ce  fait,  on  peut  dire  que  le  classe- 
ment de  l'ensemble  réduit  est  encore  le  même.  11  y  a  la  même  res- 
triction de  signe  à  faire  que  pour  le  cas  du  deuxième  ordre  si 
la  première  colonne  est  réelle. 

Les  deux  théorèmes  de  Minkc^vski. 

Pour  compléter  la  inéthode  précédente  de   réduction,   il  serait 
bon  d'avoir  des   conditions   nécessaires    et    suffisantes    qui    per- 
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meltenl  de  reconnaître  a  ptinri  si  un  l.ihltMii  «Idiuk-  e>l  r«''tJuiL 
dans  le  sjslt'nie  aïKjiiel  il  a|)j):irti<Mil  (  par  rxeiii|ilf  prtiir  le  deuxième 
|)r()l)l«,Miie  (;ilé  au  (h'-hul  de  <»■  ^îhapilre).  On  peut  trouver  des  eondi- 
lii>ns  assez  simi|iI<'s  dans  le  cas  du  deuxu'uie  or<lir.  un  |»(mi  plus 
(■oinpli(|uées  pour  le  troisième  ordre  réel,  il  s(;niljle  (ju  il  y  aurait 
de  grosses  dilficullés  à  aborder  celle  question  dans  le  cas  général. 
A  son  défaut,  deux  théorèmes  énoncés  |)ar  M.  Minkowski  per- 
mettent d'indicjuer  des  conditions  /léccssairr.s  ili-  rédaction  (pu 
nous  suffiront  au  moins  pour  Tapjjlication  aux  nombres  algè- 
bricpies.  Ilerniite  était  anivé  à  de  telles  conditions  en  se  servant 
de  ])ropriétés  des  formes  (piadralirjucs  (distance  ordinaire)  (ju  il 
utilisait  dans  sa  méthode  de  réduction.  (^uoi(|ue  nous  ayions  seu- 
lement utilisé  la  spanne,  nous  établirons  les  théorèmes  (')  pour 
une  distance  généralisée  quelconque  vérifiant  les  conditions  (5)  du 
Chapitre  I. 

Thkorè.me  I.  —  Etant  donné  un  module  type  de  dimension  n, 
de  base  T  et  formé  par  les  points  a(«i  ,  a_,.  ...,«/,),  on  a 

,..                         ...             -,                               ,    ,  9."|AiTi| 
(  j)  I  iMimimiiu  /(  «,,  «2 a„  jJ"S , 

.)  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  fonction  f. 

Remarquons  que  la  distance  généralisée  de  ileux  |)oinls  du  mo- 
dule S (aa')  est  égale  à  la  distance  de  o  au  point  a  —  a',  le  minimum 
(le  /"que  nous  appellerons  m  peut  donc  être  considéré  comme  le 
minimum  des  distances  S(aa');  ou  encore  :  S{\\')  <im  est  impos- 
sible sauf  si  A  est  confondu  avec  a'.  Considérons  les  corps  r^(A) 

"2" 
définis  par 

S(am;  _  —, 

ces  corps  ainsi  attachés  à  chaque  point  du  module  n'empiètent 
pas,  cest-à-dire  qu'un  point  :\[  ne  peut  être  à  la  lois  intérieur  au 
sens  étroit,  à  deux  corps  distincts  r,„(A)  et  r„,i  a).  Car  les  iné- 
galités 

S(aM  I  <  —  ,  S(  A  M  )  <   — 


(')  La  démonstration   ne  serait  pa<  sinipliliée   par   la   considération    d  un   (  as 
particulier. 
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enlraîiicriiionl 

S  (  aa'  )  1^  s  (  AM  j  -f-  S  (  a'  m  )  <  m, 

ce  (jui  exigerait  (|iie  a  et  a'  soient  confondus  (').  Considérons 
alors  tous  les  points  i:  du  modide  qui,  par  rapport  à  T,  ont  pour 
coordonnées  relatives  des  nombres  entiers  e,,  au  plus  égaux,  en 
valeur  absolue,  à  un  entier  donné  co;  il  j  a  (20)  +  i)"  pareils  points; 
appelons  Cl  le  domaine  formé  par  les  corps  V  attachés  à  chacun  de 
ces  points.  Le  volume  de  ce  domaine  est  égal,  puisque  les  corps 
n'empiètent  pas,  à  (210  +  1)"  fois  le  volume  de  l'un  d'eux  qui  est 

(  —  )    J,  J  étant  le  volume  du  corps  caractéristique  r,(o). 

Ceci  posé,  cherchons  à  constituer  un  domaine  qui  contienne  ù 
et  dont  on  puisse  déterminer  le  volume.  Appelons  yi  les  coor- 
données relatives  par  rapport  à  T  et  soit  z  une  limite  supérieure 
des  \yi\  pour  les  points  de  r,(o).  Tout  point  de  ù  vérifie  alors  l'un 
des  systèmes  d'égalités 

donc,  a  fortiori, 

Mais  ces  dernières  égalités  définissent  un  domaine  limité  (corps 
caractéristique  d'une  spanne)  qui  contient  Q.  Le  volume  de  ce 
nouveau  domaine  est 

I  ...  I  dXi  dx.2  .  .  .  dxa  =  \\(T)\       ...       c/yt  r/j,  •  ■  •  «>« 

dy,  /  dy,...   /  dyn 

—  (1)  -  £  •^— (1)  — £  •-^— (1)  — î 

=  lAfT)  |(2W  -H  •>.£)«. 

Ce  volume  devant  èire  supérieur  ou  égal  à  celui  de  Q,  on  a 

(■?.oi  +  i)"{  —  j    J  £|A(T)]('2w  +  2e)'S 
ou 

^    2"  I  A  (  T  )  I      /  2  CO  H-  2  £  \  « 

J  \  2  w  -t-  I   / 

(  '  )  Il  peut  y  avoir  des  points  communs  aux  frontières,  car  S(aa')  =  m  a  des 
solutions. 


t  lo  ciiAi'imi:  VI. 

colto  iiK'galil»''  iiy;iul  Ih'u  (|iiel  (|iie  soil  o)  a  encore  lien  en  rem- 
|)lijçanl  le  fleiixièinc  iiioinhic  pai"  sa  liniilc  pour  oj  :^  x  et  c'e>l 
alors  ce  <|ii  il   l.ill.nl  ijt'-iiionlier  (  '  i. 

Il  |)ciil  arriver  (|ue  la  liinile  supérieure  ainsi  donm-e  pour  le 
Miiiiiiuuin  <le  /  soil  ellecli veulent  alleinle,  le  raisouneiiienl  jjrécé- 
(lenl  pri'cisé  uionlre  (|u  il  esi  pour  cela  nécessaire  et  siiKisanl  que 
les  corps  F  (■oiivinii  loiii  l'espace.  Mais  par  coiilrC;,  il  peut  aussi 
arriver  que  la  liiiiile  siipi'rieure  soit  beaucoup  trop  grande,  ce  qui 
se  produit  si  les  corps  V  laissent  entre  eux  des  intervalles  assez 
i;ran(ls  (en  volume  l  ()ii  |»eiil  indupier  une  piécision  du  lliéoiènic 
en  considi'rant  les  lahleaux  iiiimma. 

TuKouiiMi-:  11.  —  Si  du  lis  un  module  type  de  hase  T  (tableau 
d'ordre  n)  on  considère  un  système  de  distances  mi  ni  nia  (con- 
ditions i), 

S(oA|)  =  mi,         S(OAo)=m2,  ....         Su)A„  i  =  m,,. 

on  a 

,.  ,.  ,  .  2«|A(T)I 

(3  OIS)  n>i  ni,  .  .  ■  /««  = 


J 


I.,e  deuxième  membre  de  cette  inégalité  est  le  niênic  (|ue  dans  le 
théorème  précédent  qui  est  par  suite  une  conséquence  du  nou- 
veau (-),  car  m  est  égal  à  /n ,  el  /n"  e>l  au  plus  égal  au  premier 
membre  de  (5  Ois). 

l*our  démontrer  ce  théorème,  pienons  jiour  base  du  module  le 
tableau  rt-duil  U  déduit  du  tableau  miuimum  \  comme  il  a  été  dit 
plus  haut.  Nous  considérerons  les  dilFércnls  corps 

r„,,(K),    r„,/E.,    ....    r„,^(E) 


(')  En  supposant,  par  exemple,  T  =  [i],  c'est-à-dire  en  prenant  pour  module 
l'ensemble  C  des  points  de  coordonnées  entières,  on  peut  énoncer  cette  consé- 
quence assez  curieuse  du  théorème  : 

Si  un  corps  coiwexe  ayant  pour  centre  t'origine  a  un  votunie  au  moins  égal 
à  2",  il  contient,  au  sens  large,  au  moins  deux  points  à  coordonnées  entières, 
symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

(-)  Il  m'a  paru  cependant  utile  de  donner  une  démonstration  directe  du  pre- 
mier théorème,  d'une  part,  pour  alléger  un  peu  la  démonstration  du  deuxième: 
d'autre  part,  parce  que  ce  théorème  a  lui-même  une  grande  importance  et  peut 
dans  beaucoup  de  cas  remplacer  le  deuxième. 
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que  nous  appellerons  pour  abréger  r'(E),  r-(i-.),  ...,  ffi;);  les 
points  E  sont  les  mêmes  que  précédemment  (coordonnées  relatives 
au  plus  égales  à(o).  \  part  les  premiers,  ou  ne  peut  plus  atfirmer 
qu'ils  n'empiètent  pas,  on  est  même  sur  du  contraire  si  m2>  nh- 
Quoi  qu'il  eu  soit  les  points  intérieurs  à  ces  corps  constituent  res- 
pectivement des  domaines  limités  Q^,  Qj, . . .,  un,  dont  les  volumes 
r,,  fo,  ...,  i',i  sont  bien  délinis  (').  Nous  avons  vu  que 

^  t.'i  =  (■210-1-1/'  f  ^  )  J; 

on  peut  encore  affirmer  en  raisonnant  comme  précédemment  ([ue 

Nous  allons  alors  établir  des  inégalités  pour  les  rapports  de  deux  v 
consécutifs.  Nous  pouvons  |J0iir  cela  faire  un  cbangement  de  coor- 
données, car  il  a  pour  efïet  de  muliiplier  ces  volumes  p  par  une 
même  quantité  (déterminant  du  tableau),  et  par  suite,  ne  change 
pas  leurs  rapports  mutuels.  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  supposerons 
l'espace  rapporté  au  tableau  réduit  U,  nous  appellerons  encore  a*,, 
x-j,  ...^Xfi  les  coordonnées  relatives  d'un  point  cjuelconque  et  r 
les  volumes  des  domaines  Q,-.  Le  sous-espace  défini  par  les  A"  pre- 
mières lignes  de  U  est  le  même  que  celui  défini  par  les  k  premières 
lignes  de  Y,  de  sorte  que  la  condition  pour  un  point  de  n'être  pas 
dans  oa,Ao...Aa  peut  s'exprimer  en  disant  que  les  n  —  k  der- 
nières coordonnées  ne  sont  pas  nulles  simultanément.  On  déduit 
alors  des  conditions  (i)  qu'on  ne  peut  avoir 

S(oa)  <  mji- 

que  si  les  n  —  A  -i-  i  dernières  coordonnées  de  a  sont  nulles,  cette 
condition  nécessaire  n'étant  pas,  bien  entendu,  suffisante:  en 
raisonnant  comme  pour  le  premier  théorème,  on  voit  que  deux 
corps  r^(A),  r^(A'),  ne  peuvent  empiéter  que  si  les  /i  —  /» -f-  i  der- 
nières coordonnées  de  a  et  a'  sont  les  mêmes. 

Répartissons   les    corps    de    Oy-   en   (2(04-1)"^^+'    groupes    de 
(aco-h  i)'^"'  corps,  dans  chaque  groupe  les  centres  des  corps  ayant 

(')   On  ne  compte,  l)ien   enLeiulu,  t[u'unc  fois  les  parties  cumniunes  à  deux  ou 
plusieurs  corps  qui  einpiétenl. 


I  r>.  CHAI'ITHK    \  I. 

les  mêmes  n  — /.' -I- i  dornij-res  coorduiiiiccs  (numijres  enlicrs). 
D'après  ce  (|iii  pii-cède,  deux  groupes  dislincls  ne  peuvent  avoir 
de  poinls  communs  de  sorle  «pie  (^  esL  égal  à  la  somme  des  v(jlumes 
de  chacun  des  groupes.  Mais  ces  \olumes  sont  égaux  eulre  eux, 
car  on  peut  élalilir  cnlrc  les  poinls  <le  deux  groupes  une  corres- 
poiidiincc  ljiiniiv()(pi('  ipii  consiste  à  ;ijouler  aux  //  — /•" -r  i  der- 
nières coordonnées  des  conslanles  entières.  On  a  donc 


(/.r^  dxo  .  .  .  (Ix„ 


\  -■-II' 

/{Xi  —  t'i,  . . .,  x/,^1  —  e/c-i,  x\.  . . .,  Xn)=  -  m/c, 
I  Ci  I  entier  I  w. 

Mais  on  peut  calculer  lintégrale  précédente  en  deux  étapes, 

S  —       .  .  .       c/xi  .  .  .  dxk-\ 
(6)  {  -  -^^ 

f(Xi—  Cl,  . ..,  x/,-i  —  e/,-i,  t/,,  ...,(„)!-  /«/., 


«•A=    I    ...    I  'èdti,...  dtn- 


Dans  la  deuxième  intégrale  les  limites  des  t  sont  données  par  la 
condition  que  S  existe  ou  encore  que  l'équation 

(  7  )  fifi  ,yi,  •■■,  yk- 1 ,  O. ,  ..../«)  ^  -  m/. , 

ait  des  solutions  en  y. 

Considérons  maintenant  le  domaine  Ûa_),  si  nous  répartissons 
encore  les  corps  en  (210  +  1)""^''"'  groupes,  les  centres  des  corps 
d'un  même  groupe  ayant  les  mêmes  u  —  A" -f-  i  dernières  coordon- 
nées, a  fortiori  deux  groupes  n'empiètent   pas  et  le  volume  est 

donné  par 

^'/.•- 1  =  (  ato  -i-  1  )'«-^-t-i  ii,''^., 


>i  =  /  ■■•  j  dx\  .  ..  dxh-x 


fi^\~ei,  .  .  .,  x';^._i  —  Ck-i,  ('f,,  .  ..,  /;,)!  -'">t->i 
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la  limitation  des  /'  ('■tant  donnée  comme  préccdemment  en  rempla- 
çant nik  par  nih-\.  Pour  comparer  ce  volume  au  précédent, 
multiplions    les    deux    membres    de    la    dernière    condition    par 

0=  — —1  en   faisant  porter  celte    multiplication    sur   cliaciue   va- 
nik    \  '  '  ' 

riahle  dans /' [deuxième  condition  (5)]  et  faisons  (  '  )  le  chanji^emenl 
(le  variable  hf  =  ti,  on  obtient 


(G  bis) 


La  limitation  des  t  est  celte  fois  la  même  (jue  pour  l'évaluation 
de  S.  Donc  pour  comparer  w^  et  (Oa_i,  il  suffit  de  comparer  S 
et  S)  pour  un  même  système  de  valeurs  de  tki  ...,  ^«.  Un  tel  sys- 
tème étant  choisi,  les  écpialions  (6)  et  (6  bis)  définissent  des 
domairies  dans  le  sous-espace  de  dimension  /,• — i,  défini  par 
n  —  /."  —  I  équations  ^/= //.  On  ne  peut  pas  en  général  affirmer 
([ue  le  domaine  (d  )  soit  inclus  dans  le  domaine  (66/5),  mais  on 
peut,  en  translatant  lun  des  deux  domaines,  s'arranger  pour  qu'il 
en  soit  ainsi.  Soit  (a, ,  a^,  . . .,  y.ft_,)  une  solution  de  (7)  et  faisons 
dans  rintégrale  S  le  changement  de  variables  (  translation), 


on  obtient 

S  =  /  . . .  /  dx\  .  . ,  dx'/^._i 
pour 
{G  ter)  /    ...,(xi—ei)-^ ~  a„  .  . ., /y,  .  .  .  U  ^ 


ni/,. 


Mais  tout  point  du  domaine  (6  Ois)  est  intérieur  à  (()  te/-).  En  efl'et 

(')  Dans  le  cas  n  =  o  (coordonnées  x,  y,  z)  et  A:  =  3,  on  peut  exprimer  ce 
changement  en  disant  qu'on  l'ail  une  dilatation  de  cote  sur  les  corps  de  Q^  dont 
les  centres  sont  dans  le  plan  xoy.  La  cole  de  ces  nouveaux  corps  varie  alors 
dans  les  mêmes  limites  que  pour  les  corps  de  ^3  ayant  leurs  centres  dans  xoy. 
Les  surfaces  S  et  S,  sont  celles  des  sections  de  ces  deux  groupes  de  corps  par  un 
même  plan  parallèle  à  xoy.  On  interprétera  sans  difficulté  les  opérations  faites 
pour  leur  comparaison. 

C.  8 
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la  coiidilion  (G  Ois)  exprime  (|uc  le  |)(>mt  | . ..,  Oi  jrj  — r,),  ...,  ^y,  .. .] 
est  inltTieiir  au  sens  lar^i-  au  coiiis  T^ioi,  il  en  esl  de  même  du 

jujinl  I .  . . ,  a/,  . .  . ,  /y,  .  . .),  donc  aussi  du  pi  h  ni 

/  0(  :r',  —  e,  \     -  (  H  —  i  la,  \ 

(■•■' r^TT^T^ — ^.••■) 

=  (...,  .7-;  —  e.-h  — jpî-  a/,  ...,(j,...j 

<pii  ;ippiniifi)l  au  s<'i;iiicnl  di'liTUiiiit'  par  l^■^  deux  prrnuers, 
|)ni>(pie  0  I.  Donc  S,  est  au  plus  égal  (')  à  S,  (juels  que  soienl 
les  /  et  en  passant  de  l.i  aux   noIuuics  d', 

OU 


m/, 


iV,_i       \/«/,_i 


ii-A-t-l 


Ceci  est  vrai  tpiel  que  soil  k  qui  peut  prendre  les  valeurs  2,  3,  ...,  /?  ; 
en  mulliplianl  ces  /? —  i  inégalités  uienil)re  à  membre,  on  obtient 

Cl  -       (nii  )"-' 

ou,   en  ayant    égard   à    la    valeur   de   r,    el    à    linégaUté    obtenue 
pour  c,,, 

/7?i  m-,  ...  ni „S 


S 

eu  remplaçant  le  deuMcme  UK-mbre  par  sa  limite  pour  (o  infini,  on 
trouve  (5  bis). 

Evaluons  |)ar  exemj)le  la  valeur  du  deuxième  membre  de  (5) 
ou  (5  bis)  en  prenant  pour/" /a  sj)(inne  à  p  paramètres  (4)-  Sup- 
posons l'espace  semi-iéel  ( x,,  . . .,  r,-,  j)',  rh  iy\^  . . .,  j)v=t:  iy]), 

I  J  =  •>.«   I   .  .  .    I  t/.7-,  e/,ri  . .  .  d.r,.  dfx  dy\  .  .  .  dv^  dy'^ 

\        Ki\xi\<i,  II]  {yj  -f-  y/  )  <  I . 

l'intégrale   est    un    j)roduit   de  /• -f- ^*^   intégrales    faciles  à   calculer 


(')  Il    y    a    sûrement   égaille    si  0  =  i;    (tailleurs   dans   ce   cas.    on  a    itienlité 
entre  il^^,  iit_,.  Mais  il  pourrait  aussi  y  avoir  égalité  dans  d'autres  cas. 
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(longueur  d'un  segment  on  surtaco  cfiin  cercle) 


A,  .  .  .  Kr    \X\  .  .  .\l.-s 

et  le  deuxième  membre  des  inégalités  est 

^  I  A(T)  |A,  .  .  .  À„  IX\  .  .  .  [JLl  =    ^^  I  \{'ï)\tyt,  .../„. 

Du  premier  théorème  de  Minkowski  on  peut  déduire  un  résultat 
intéressant,  trouvé  auparavant  par  Hermile,  sur  l'approximation 
simultanée  d'irrationnelles  par  des  fractions  de  même  dénomina- 
teur. Soient  par  exemple  trois  nombres  irrationnels  flr,  6,  c  et 
le  module  G  ayant  pour  base 


A  = 


considérons  la  spannc 

Sx(oa)  =  maximum  (  À  |  x  |,  1\^  |,  )•  |  Y  |i  r-  o 


c 

I 

o 

o 

(> 

I 

o 
t) 

a,  [S,  Y,  0  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  module.  Le  mini- 
mum de  cette  distance  est  au  plus  égal  à  [A(A)|  =  i,  ce  qu'on 
peut  encore  énoncer  :  étant  donné  ).,  il  existe  quatre  nombres 
entiers  x,  y,  z,  t  tels  qu'on  ait  simultanément 


Wxa 


■7Ui' 


Wxh 


-U', 


X^' 


ou  encore  on  peut  trouver  une  infinité  de  \aleurs  ^,  .>',  -^,  /,  telles 
que 

y 


\xY 


Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  s'appliquent  évidemment 
aux  tableaux  de  l'ensemble  réduit.  Soit  un  système  de  paramèlres 
critiques  et  l'un  des  tableaux  ininima  V  correspondant  à  ces 
valeurs.  Un  terme  n  du  développement  du  déterminant  A(V)  est 
le  produit  de  coordonnées  de  rangs  diHerenls  appartenant  respec- 
tivement aux  points  de  V.  Alors  si  dans  l'expression  de  c-  nous 
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iMiihipllons  chaque  coordonnée  par  le  paramètre  critique  /  de 
même  rang,  on  obtient  un  j)roduil.  égal  au  précé-dcnt.  de  n  nou- 
veaux facteurs,  chacun  deux  ('tant  au  |)his  égal  en  valeur  absolue  à 

S(oAi)  =  mi,         S(0A2)  =  /7Jj,         ...,         S(  OA,j)  =  W/,- 


Donc 


|î|  -mi  nu  .  ..  rn„^  (-)   \1{T')\. 


Chaque  terme  du  développement  île  A(  \  )  est  ainsi  limité  en 
valeur  absolue,  en  fonction  seulen)ent  de  A(T);  il  en  est  de  même 
de  A(\  )  cpii,  étant  une  somme  de  n\  termes  t.  est  au  plus  égal  à 


/<:  M|  A(T 


["-m 


Soit  maintenant  U  =  S\    le  tableau  réduit  déduit  de  V;  on  a 


A(S)| 


A(U) 

A(T) 

A(V) 

A(V) 

Hn 


or,  S  est  un  tableau  à  termes  fractionnaires  au  plus  égaux  à  i. 
en  valeur  absolue.  L'inégalité  précédente  montre  (jue  les  dénomi- 
nateurs et  numérateurs  de  ces  termes  sont  limités  supérieurement 
quel  que  soit  le  modide  considéré  et  seulement  en  fonction  de  /■ 

et  de  s. 
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CHAPITRE  VII. 

RÉDUCTION  DUNE  BASE  D'UN  CORPS  ALGÉBRIOLE. 


Considérons   maintenant  un  talileau  de  base  d'un  corps  algé- 
brique K, 


T  = 


wV 


w'.," 


les  to''^  sont  des  nombres  algébriques  de  K,  le  déterminant  A(T) 
est  différent  de  o,  /•  colonnes  sont  réelles  et  2S  imaginaires  conju- 
guées. 11  n'existe  aucune  relation  à  coefficients  entiers  entre  les 
termes  d'une  colonne  de  T,  car  la  même  relation  devrait  exister 
entre  les  termes  des  autres  colonnes  et  A(T)  serait  nul.  Nous  pou- 
vons donc  appliquer  au  système  de  tableaux  équivalents  à  T  la 
méthode  de  réduction  continuelle.  Supposons,  en  faisant  s'il  y  a 
lieu  une  dilatation,  que  T  est  composé  d'entiers  algébriques;  tout 
point  du  module  G  de  base  T  a  pour  coordonnées  les  n  con- 
jugués d'un  entier  complexe  de  K  (la  réciproque  n'est  vraie  que 
si  T  est  une  base  des  entiers  du  corps);  nous  sommes  alors  en 
mesure  de  préciser  les  inégalités  obtenues  pour  les  tableaux  réduits. 
Soit  encore  ^   un  tableau  minimum  formé  des  n  points 


correspondant  au  système  de  paramètres  critiques  /,,  /o, 
dont  le  produit  est  i.  Les  inégalités 


.,   tn 


entraînent 


Mais  d'autre  part,  les  a^'^  étant  des  entiers  complexes,  leur  norme  est 
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ail  moins  é^;ile  à  i  cl  il  en  csi  de  même  de  clia(|iic  minimum  m,-, 
(le  sorte  que  dans  riin-j^alilé  (*)  his)  de  Minkowski  cliacun  «les  fac- 
leiirs  du   jiiemier  m(iid)ir  e^l  inférieur  au  second  iiieml)rf 

m,<n|A(T;|. 
iJonc  si  l'on  l'ail  sur  \    la  dilalalion  de  di-teiniinanl   i. 

V  X  f/,.  /,,  ..../„], 

chaque  lerine  de  ce  laiileati  (el  non  |»lus  senlemenl  cliaoïie  lerme 
du  <li'\  (loitix'menl  du  délerminanl),  est  Jimil»'  su|)i'iieur»'ineul  en 
valeur  absolue  [iid'érieur  à  H|A(^T)|].  Il  en  e>t  de  même  des 
termes  du  lahleau  réduit  (•), 

(i)  U  x[^,,^o.  ...,/„]  =  SV  X  [t^.t, („], 

puisque  les  termes  de  S  sont  au  plus  égaux  à   i   en  valeur  absolue. 
Considérons  alors  la  forme  décomposable  associée  au  lableau  T» 

F(>i,  J"2 ■rn)  =  ï](ioVxi-^  uj'--Ti-+-.  ..-h  (o;."'j-„). 

Les  coeflicicnls  de  F  étant  des  fonctions  entières,  syméiricjues 
séparément  par  rapport  aux  conjugués  de  chaque  entier  com- 
plexe (o''^,  sont  des  entiers  rationnels.  Il  en  est  de  même  pour  la 
forme  <I>  (équivalente  à  F)  associée  au  tableau  réduit  U  ou  encore 
au  tableau  (i).  Les  termes  di;  ce  tableau  étant  limilés  supérieu- 
rement en  \alcur  absolue,  il  en  est  de  même  des  coefficients  de  4> 
et  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  fini  de  formes  4>  distinctes. 
Comme  la  connaissance  tlune  telle  forme  n'entraîne  celle  du 
tableau  aucpiel  elle  est  associée  qu'à  une  dilatation  près,  el 
comme  d'autre  pari,  il  v  a  une  infinité  de  tableaux  réduits 
(si  r  +  s  ^  i)  équivalenls  à  T,  on  en  détiuil  que  /es  tableaux 
réduits  équivalents  à  T  se  déduisent  tous  par  des  dilatations 
d'un  nombre  fini  d'entre  eux. 

Ceci  permet  de  démonirer  qu"//  existe  des  substitutions  auto- 
morphes  ou  semblables  de  la  forme  F.  On  appelle  ainsi  toute 
substitution  modulaire  X  qui  transforme  F  en  elle-même;  ce  qui 
revient  à  dire  (ju'au   tableau   ï  x  T  est  associée   la  même  forme 

(')  Pour  arriver  à  ce  résultat  il  n'est  pas  absoiumeiU  iiéces?aire  de  supposer  T 
formé  d'entiers,  on  pourrait  encore  l'obtenir  en  remarquant  que  si  T  est  frac- 
tionnaire les  normes  des  termes  de  5  sont  limitées  en  valeur  absolue. 
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qu'à  T,  ou  encore  <[iie  ST  =  TE,  le  piodiiit  à  droite  par  E  élanl 
une  dilatalion  pour  T.-  A  chaque  substitution  auloniorphe  de  F 
correspond  une  substitution  automorphe  de  fp.  Car,  si  l'on  a 
T  =  SU,  on  doit  avoir 

(S-'i:S)U  =  UK         (S-'SS  modulaire). 

Mais  LE  est  réduit  dans  le  système  de  tableaux  équivalents  à  TE 
qui  est  identi([ue  au  système  défini  par  T;  donc  on  obtiendra  tous 
les  tableaux  modulaires  S~'I!S  en  cherchant  parmi  les  tableaux 
réduits  équivalents  à  T  tous  ceux  qui  se  déduisent  par  une  dilata- 
tion d'un  tableau  réduit  U  choisi.  La  signification  des  tableaux 
ainsi  Irouvés  montre  que  le  choix  du  tableau  réduit  initial  U  est 
indifférent  et  qu'on  doit  obtenir  les  mêmes  tableaux  S,  en  nombre 
infini,  quel  que  soit  U.  Nous  allons  retrouver  directement  ces 
résultais  pour  un  cas  plus  particulièrement  intéressant. 

Unités  d'un  corps. 

Supposons  pour  ce  qui  va  suivre  que  T  soit  une  base  (M  des 
entiers  d'un  corps  K(o))  (r -\- s '^  i).  D'après  ce  qui  précède  il  y 
a  au  moins  un  tableau  U  réduit,  équivalent  à  T,  tel  qu'il  existe 
une  infinité  de  tableaux  réduits  se  déduisant  de  U  par  une  dilata- 
tion, U'=UE;  tout  tableau  canonique  E,  ainsi  obtenu,  est 
formé  par  les  conjugués  d'un  entier  du  corps  dont  la  norme 
est  1  [c^ est-à-dire  d'une  unité  du  corps)  et  réciproquement 
toutes  les  unités  du  corps  sont  ainsi  obtenues. 

En  effet,  U'  étant  équivalent  à  U,  on  a 

SU  =  UE        ou        i:  =  UEU-'. 

Le  tableau  i]  ayant  pour  opérateur  une  base  des  entiers  de  K  et 
étant  à  termes  entiers,  son  tableau  canonique  E  est  bien  formé  par 
les  n  conjugués  d'un  entier  t  complexe  de  K;  en  outre, 

N(E)  =  A(i:)  =  ±i, 

Réciproquement,  si  e  est  une  unité  de  K  et  si  E  :^  [ci,  <?;.,  . . .,  e„] 

(')  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  même  recherche  conduirait  encore  aux  unités 
(lu  corps  si  T  était  une  base  d'un  idéal  du  corps  ou  aux  unités  d'un  ordre  si  T 
était,  à  une  dilatalion  près,  la  base  d'un  idéal  de  l'ordre. 


niAl'ITRK    \ll. 


esl  If  tableau  ranonifjiie  forim'  par  ses  n  conjiigiM'S,  le  lal)leaii 
TET~'=:X  esl  iiniinodiiiaire.  Mais  alors,  l  étant  réduit  qiiel- 
<ou(|iie,  Ul*2  est  un  tableau  ré-duit  (conditions  invariantes  poui- 
iiiir  (lil;ilalinM  )  dans  le  système  de  tableaux  •'•<|iii\;dents  à  TE  =  S'J' 
ou  encore  dans  le  système  défini  par 'J\  (^ninme.  |»()iir  cette  réci- 
pro(|ue,  on  peut  supposer  que  l'est  un  tableau  n'-duil  (pielconquc, 
(in  voit  (pie  le  choix  de  ce  tableau  U  initial  est  indilT<-rcnt. 

Nous  allons  pouvoir  déduire  de  ceci  (pieb^ties  précisions  sur 
la  structure  de  l'ensemble  des  unités  d'un  corps.  [*onr  avoir  cet 
ensemble,  étant  donné  un  tableau  réduit  U,  il  suKil  de  laire  son 
quotient  ;"i  droite  par  cliacun  des  autres  tableaux  réduits  U'  et  de 
conserver  ceux  de  ces  quotients  (jui  sont  des  tableaux  canonique>. 
Il  peut  se  faire  d'abord  (pie  les  termes  de  V  et  de  U'  soient  éj^aux 
en  valeur  alisolue,  alors  les  termes  de  K  =  [s, ,  î^,  . , .,  e,,]  ont  sépa- 
rément I  pour  valeur  absolue.  Remarquons  (pie  toute  puissance 
entière  d'une  unité  esl  encore  une  unité;  dans  le  cas  présent,  les 
valeurs  absolues  des  conjugués  de  e*  sont  toujouis  égales  à  i.  Les 
points  correspondants  aux  e*  faisant  partie  d'un  module  type  et 
ayant  leurs  coordonnées  limitées  supérieurement  en  valeur  absolue 
sont  en  nombre  fini.  Donc  les  diverses  puissances  de  z  ne  sont  pas 
distinctes;  on  a.  par  exemple, 

£7+'-=  £'•  OU  £7=1; 

ce  qui  montre  que  t  est  une  racine  de  lunilé.  Il  n'existe  pas  en 
général  de  telles  unités  dans  le  corps,  à  l'exception  de  ±:  i  ;  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  sur  les  éléments  primitifs  et  imprimitifs,  pour 
que  ceci  se  produise  il  est  nécessaire  que  le  corps  soit  totalement 
imaginaire  (25  =  //).  En  outre,  le  nombre  de  ces  unités,  si  elles 
existent,  est  fini,  letir  degré  devant  élre  un  diviseur  de  n. 

Ecartons  momentanément  ces  racines  de  l'unité,  et  même  ne 
distinguons  pas  entre  deux  unités  du  corps  dont  le  quotient  serait 
une  telle  racine.  Ceci  revient  à  ne  considérer  que  les  valeurs 
absolues  des  conjugués  de  chaque  unité.  Soit  \p\\,  Jê'oI,  •••,  \sp\ 
ces  valeurs  (/j  =  Z'  +  s)  ;  il  v  en  au  moins  une  dilTérente  de  i  d'après 
notre  convention.  Posons  comme  pour  les  systèmes  de  paramètres 

/•i  =  log|ei|.         /•.=  loi;|  e..  I />=  loglé-/,!. 

La  condition  ]N(e)=±i   entraîne  entre  les  /•  la  relation  (4  ter) 
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adoptée  pour  les  paramètres;  donc  les  points  (/•,,  /o,  ...,  l'p) 
appartiennent  au  sous-espace  A,  ils  y  constituent  un  module  car  le 
produit  ou  le  quotient  de  deux  unités  étant  encore  une  unité,  la 
somme  ou  la  dift'érence  de  deux  tels  points  aj)parlienl  encore 
à  l'ensemble.  Ce  module  est  type,  les  inégalités  | /•,  ]  <;  t  entraînent 
en  eflet  pour  les  [  e,  |  une  limitation  supérieure  et  inférieure  et  il 
n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'entiers  complexes,  donc  a  fortiori  un 
nombre  fini  d'unités  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Enfin  ce  module  est  effectivement  de  dimension  p  —  i  ;  considé- 
rons un  ensemble  de  tableaux  réduits,  en  nombre  fini,  dont  on  peut 
déduire  tous  les  autres  par  des  dilatations  E.  Chacun  de  ces  tableaux 
provient  d'un  système  de  minima  simultanés  a  de  S,  envisageons 
dans  A  l'ensemble  (  '  )  (/  des  points  pour  lesquels  au  moins  un  des  a 
soit  miniiuum  ;  cet  ensemble  est  limité.  Si  maintenant,  nous  faisons 
sur  les  tableaux  réduits  précédents  une  dilatation  E,  à  ces  nouveaux 
tableaux  correspond  un  nouvel  ensemble  (/'  qu'on  déduit  de  (j"  en 
remplaçant  chaque  système  de  paramètres  \i  par  —  >  ou  encore,  en 
passant  aux  logarithmes,  chaque  point  de  (^, 

(?i,  ?2,  . . .,  ?/.),         par         (p^— /■,,  C2— ''2,  .. -,  P/.— />); 

ce  qu'on  peut  traduire  géométriquement  en  disant  qu'on  fait  surf/ 
la  translation  (  —  /•,,  —  /-o,  . . .,  —  i'p)\  tous  les  ensembles  (j"'  ainsi 
obtenus  doivent  couvrir  le  sous-espace  A.  Or,  ceci  ne  peut  se  pro- 
duire si  les  points  (  —  /, ,  —  /o?  •  •  •?  —  l'p)  appartiennent  à  un  sous- 
espace  de  A;  car  s'il  en  était  ainsi,  on  aurait  une  relation 

^1  /•,  -H  «'2  r.  -f- ...  -H  v,,  r,,=  o; 

d'autre  part,  ({  étant  limité,  ses  points  vérifient  une  inégalité  de  la 
forme 

I  l'l?|-+-  f  2  ?2 -H..  •-!-'' /'?/'!  <  H', 

et  cette  inégalité  serait  vériliée  par  les  points  de  tous  les  C/  qui  ne 
pourraient  donc  couvrir  A  (  -). 

(')  C'est  encore  un  domaine  et  en  choisissant  convenablement  les  tableaux 
réduits  initiaux-,  on  pourrait  s'arranger  pour  qu'il  fût  d'un  seul  tenant  et  sans 
trous. 

(')  On  pourrait  modifier  la  démonstration  précédente  en  montrant,  par  exemple 
l'existence  d'unités,  dont  p  —  i  coordonnées  seraient  inférieures  à  une  quantité 
donnée,  en  valeur  absolue;  la  démonstration  précédente  me  parait  plus  conforme 
à  l'esprit  de  la  méthode  des  variables  continues  d'Hermite. 


I'.>.2  CIIAl'ITHi:    VII. 

Le  iiKtdiilc  dos  /•  élanl  type  et  de  dimension  p  —  i,  tons  ses 
[)oints  sont  doiUK-s  par  r<'galilc 

Il  '1  r,  ...  /•/,  Il  =  Il  a-,  r-i  ...  x,,_,  |l  X  fi- 
les ./•  l'iani  des  entiers  et  R  nne  matrice  de  type  (p  —  i , />  )  el  de 
ranj;  />  —  i.  Vax  remontant  des  loi;aritlimes  aux  nombres  et  en 
ajanl  égard  à  ce  (jiie  nous  n'ayons  pas  dislingné  entre  deux  unités 
diin-iant  par  nne  racine  de  Tuniti'',  on  soil  (|ut'  toutes  les  unités 
seront  c(jmprises  dans  la  formule 

e  =±  î(e"0-^'('e<2')-^»...(<?/'-<j-r,.-, 

c'"  élant  p  —  1  unités  convenablemenl  choisies  (lignes  de  R), 
Xi  des  exposants  entiers  et  $  les  racines  de  l'unité  du  corps  (-). 
On  yoit  en  outre  <jue  pour^  ^  i  les  unités  e'-'^  (piOn  peut  appeler 
fondamenUtles  ne  sont  pas  déterminées,  R  n'étant  alors  défini 
qu'à  une  équiyalence  près;  on  en  déduit  immédiatement  les  re- 
lations entre  les  divers  systèmes  d'unités  fondamentales. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  constater  que,  dans  chaque  cas  où  l'on 
aura  une  méthode  pratique  de  recherche  des  tableaux  réduits,  la 
démonstration  précédente  donnera  non  seulement  une  affirmation 
d'existence  des  unités,  mais  encore  un  procédé  de  recherche  (on 
pourrait  pres(pie  dire  le  seul  procédé  de  recherche,  en  tenant 
compte  de  la  latitude  possible  dans  la  délinition  des  tableaux 
réduits).  En  précisant  dans  chaque  cas  particulier  la  démonstra- 
tion du  fait  que  le  module  est  de  dimension  p  —  i ,  on  trouvera  un 
système  d'unités  fondamentales  (  système  de  translations  fonda- 
mentales). C'est  ainsi  que  pour  le  deuxième  degré  la  recherche 
d'une  unité  l'ondanientale  est  ramenée  à  un  développement  en 
fraction  continue. 

Indnjuons  enfin  la  relation  entre  ce  problème  des  unités  et  la 
résolution  d'une  certaine  équation  diophantique.  Tout  entier  com- 
plexe a  pour  conjugués  les  termes  tle 

Il  JTi     x-i      ...     .r„  Il    xT         [X  entiers). 

(')  Dans  le  cas  du  deuxième  ordre  réel  ou  du  iroisième  ordre  à  corps  imagi- 
naires conjugués,  celte  formule  se  réduit  à 

e  =—  (e''))'. 
on  peut  comparer  ceci  avec  la  résolution  de  l'cquation  de  l'elI-Fermal. 
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Ciierclier  ceux  de  ces  entiers  dont  la  nonne  est  zir  i  re\ient 
à  résoudre  Téqualion  dioj)liantif|ue 

F{.ri,x.2,  ...,ar„)  =±i, 
F  =  I  I  (to/ Vi  -!-  tu.-^xo-^. .  .-h-  to^.'"r„), 

F  est  la  forme  décomposable  associée  à  T  (supposé  constitué  })ar  les 
entiers  to^'^).  Nous  avons  vu  qu'on  obtient  en  même  temps  les 
substitutions  automorphes  de  F. 


Propriétés  du  discriminant. 

La  limitation  obtenue  pour  les  termes  d'un  tableau  réduit  peut 
encore  s'ap|)liquer  à  la  représentation  des  termes  d'un  corps  par 
des  tableaux.  Toujours  ave(^  les  mêmes  notations  que  précédem- 
ment, le  tableau 

X  =  U  [toi,  THi,  .  .  . ,  m„]  \j-^ 

a  ses  termes  rationnels.  On  peut  faire  une  dilatation  sur  l'opérateur 
sans  changer  X  et  supposer,  en  faisant  la  dilatation  [/,,  t. 2,  . . .,  t,t], 
(jue  les  termes  de  cet  opérateur  sont  limités  supérieurement  en 
fonction  de  |  A(U)  |  =  |  A(T)  [.  Il  en  est  de  même  des  termes  de  X, 
mais  la  limite  supérieure  dépend  cette  fois  de  |  A(ï')  |  et  des  valeurs 
absolues  des  ro/.  Nous  allons  appliquer  ces  résultats  pour  démon- 
trer rju^il  ii'y  a  qii' un  nombre  fini  de  corps  d'ordre  n  ayant  un 
discriminant  donné  d. 

Pour  y  arriver,  supposons  qu'on  ait  représenté  les  nombres 
de  chaque  corps  cherché  par  des  tableaux,  l'opérateur  étant  une 
base  réduite  U  du  corj)s,  |A(U)|  est  égal  à  \/\d\.  D'api'ès  le  pi-e- 
mier  théorème  de  Minkowski,dansle  module  de  points  de  base  U, 
existe  au  moins  un  point  (oj,,  ojo,  .  . .,  (o„)  tel  que 

(|o,,|,lto,|,  ....|to„|)<II|A(U)|; 

to  est  un  entier  (complexe,  le  tableau  correspondant  a  ses  termes 
entiers  et  limités  sujjérieuremenl,  en  valeur  absolue,  en  fonction 
seulement  de  d  et  H  supposés  connus.  Donc,  il  ne  peut  y  avoir 
qu'un  nombre  fini  de  tels  tableaux,  donc  de  représentations,  donc 
de  corps. 


I>.  I  CHAIMTRK    VII. 

(]c  llléorcme  a  élé  éliihli.  siiiv;iat  une  inarclie  analogue,  par 
llorinite  (Journal  de  Crellr,  i.  il),  qui  l'énonçait  :  //  n^y  n 
(/II' Il  II  nombre  fini  ({'irrationalités  distinctes^  parmi  les  ra- 
cines de  toutes  1rs  rijiKii inns  a li^i'hriqiics  à  cocjjicients  entiers 
de  de^^rêet  de  discriminant  donné.  Il  enlcndiiil  par  irralionalilt'-s 
non  flislinrtes  deux  iioinhres  algcl)ri(jue.s  tels  que  I  un  fût  une 
fonction  (le  I  aulre,  ralionnelle  et  à  coefficienls  latiDunels. 

iicniarquons  encore  que  la  démonstration  précédente  |)eut,  à  la 
rigueur,  constituer  une  méthode  de  recheiche  des  corps  dun 
discriminant  donné;  toutefois,  cette  méthode  hasée  sur  des 
inégalités  fournirait  non  seulemenl.les  corps  dont  le  discriminant 
est  égal  à  d^  mais  ceux  pour  lesquels  il  est  inférieur  (en  valeur 
absolue),  et  peut-être  certains  pour  lesquels  il  est  siqx'-rieur. 
Enfin,  il  peut  s(;  faire  (ju'il  n'y  ait  pas  de  corps  dont  le  discri- 
minant soit  d.  On  peut  indiquer  à  ce  propos  la  propriété  trouvée 
par  Minkowski  et  qui  est  une  conséquence  du  théorème  I  : 
Le  discriminant  dUm  corps  est  toujours  différent  de  ±:  i . 

En  eiret,  considérons  un  corps  déterminé  et  T  une  base  de  ses 
entiers;  dans  le  module  G  de  base  T,  on  j)eut  trouver  un 
point  A(a, ,  a^,,  . . .,  a„)  et  un  système  de  paramètres  tel  que  la 
spanne  à  p  paramètres  S(oa)  ne  soit  pas  à  la  (ois  de  rang  1,2,  . . ., 
p,  et  soit  au  plus  égal  à  la  racine  /i'*'"*  de 

(iyV(T)i  =  (^)VRi- 

On  en  déduit,  a  étant  l'entier  du  cor[)S  R  correspondant  à  a, 

IN(a)|  =  h,a,...a„|<[S(0A)l"^[^]VR1, 

ce  qui  démontre  le  théorème,  puisque  N(a)  est  au  moins  égal  (') 
à  I.  On  peut  trouver  des  limites  inférieures  plus  élevées,  en 
considérant  la  trace  (-)  au  lieu  de  la  norme,  et  en  supposant 
alors  que  S  représente  l'écart. 

(')  Dans  le  cas  a;  =  2,  /j  =  i,  on  a  N  (  2)  =  |3t,  x,  |  =  [S(OA)]^  Il  y  a  donc  excep- 
tion à  la  démonstration  précédenlc,  mais  comme  (  — )  est  inférieur  à  i  la  pro- 
priété est  toujours  vraie. 

(-)  fojV  sur  ce  sujet  soit  la  Géométrie  der  Zahlen  soit  les  Diopfiantisc/ie- 
y4  pproxi  mationen. 
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Classes  d'idéaux. 

Nous  avons  vu  (Chap.  \  I  qu'en  prenant  une  base  d'un  idéal 
entier  ou  frac  tionnaire  P  x  T  d'un  corps  R  comme  opérateur, 
on  obtient  une  représentation  des  entiers  complexes  de  K  par  des 
tableaux  à  termes  entiers.  A  chaque  idéal  de  K  correspond  ainsi 
une  infinité  de  représentations  en  remplaçant  P  x  T  par  une  base 
équivalente;  on  n'en  aura  plus  quun  nombre  fini  si  l'on  convient 
de  ne  prendre  pour  opérateur  que  des  tableaux  réduits;  en  eflet, 
puisque  P  x  T  est  une  base  d'un  corps  algébrique,  ces  tableaux 
réduits  se  déduisent  par  dilatation  d'un  nombre  fini  d'entre  eux, 
et  à  deux  opérateurs  différant  par  une  dilatation  correspond  une 
même  représentation,  nous  pouvons  dire  que  de  telles  représen- 
tations sont  réduites. 

Les  représentations  correspondant  à  deux  idéaux  différents  tl. 
et  l'i'  sont-elles  nécessairement  distinctes?  Pour  qu'il  v  en  ait  deux 
confondues,  il  faut  qu'une  certaine  base  de  <.l.  se  déduise  d'une 
base  de  \i!)  par  une  dilatation,  PT  =  P'T  x  [ra, ,  . . .,  cj,^]  ;  cette 
dilatation  est  nécessairement  formée  par  les  n  conjugués  d'un 
nombre  rry  du  corps,  non  nécessairement  entier,  de  sorte  cjue 
l'idéal  -A.  doit  être  égal  au  produit  de  ii!)  par  lidéal  |)rincipal   [ro] 

(2)  .1=  =  lil.[7rrj. 

Si  réciproquement  il  en  est  ainsi,  à  toute  base  de  =1.  cor- 
respond une  base  de  \iti  déduite  par  la  dilatation  [ys^,  ...^Wn^ 
et  inversement,  de  sorte  que  toutes  les  représentations  correspon- 
dant à  -l,  et  ïi!)  sont  identiques  et,  en  particulier,  les  représentations 
réduites  (puisqu'elles  sont  invariantes  pour  une  dilatation) 

Xous  dirons  que  deux  tels  idéaux  dont  le  quotient  est  un 
idéal  principal  sont  équivalents  ('),  et  nous  noterons 

Le  fait  de  l'identité  des  re|)résentations  prouve  immédiatement 
que    l'équivalence    de   deux    idéaux  est  réciproque  et    que    deux 

(')  La  raison  de  cette  dénomination  est  qu'aux  bases  des  idéaux  équivalents 
sont  associées  des  l'ormes  décomposables  équivalentes,  à  un  facteur  numérique 
près  pour  leurs  coefficients. 
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idéaux  <'(|iii\alenls  à  un  iiulic  It;  sont  entre  eux.  C.eci  r.'snlt'"  aussi 
(les  ealeuU  manifestes 

e\a  =  (!',,[  TTT 1,  enliaini'  1)1)  =  -l,     —    ; 

-'■■m 


entraiiioiil  A 

.1,  =  3rr7T|. 


Donc,  on  peut  répartir  sans  anil)iguïlé  les  idéaux  en  classes, 
deux  idéaux  d'une  même  classe  étant  é-cpiivalents.  V  tons  les  idéaux 
d  une  même  classe  correspondent  les  mêmes  i cpri-sentatinns 
réduites  en  noml)re  fini.  7"ous  les  idéaux  r<j(u\alents  à  [i]  sont 
Ions  les  idéaux  principaux  et  forment  la  classe  dite  prin- 
cipale. 

Pour  elit-reiier  si  deux  idéaux  ri/  et  -l/'  sont  de  même  classe, 
considérons  rensemhle  des  bases  réduites  de  -l/,  U, ,  U.,,  ...; 
dans  chacune  délies,  divisons  les  termes  des  différenles  lijînes  par 
les  termes  correspondants  de  la  |»iemière  ligne,  on  obtient  ainsi 
des  tableaux  W, ,  W!,,  ....  Pour  deux  U'  diflérant  |)ar  une  dila- 
tation, les  rapports  mutuels  des  termes  d'une  colonne  sont  les 
mêmes,  il  leur  correspond  le  même  tableau  \\';  donc  ces  derniers 
sont  en  nombre  (ini.  11  suffit  de  faire  les  mêmes  opérations  sur  d/ , 
si  les  U"  dilVèrent  des  L'  par  une  dilatation,  les  \\  '  devront  être 
identicpies  aux  \A   . 

On  peut  considérer  (jue  ces  tableaux  ^^  '  sont  caractéristiques 
d'une  classe  d'idéaux.  Chacun  d'eux  \\  '  est  déduit  d'une  base  U' 

d  un   idéal  -l>'  |)ar  une  dilatali(m     —,•••.  —    ;    a  étant  le  nombre 

'  1  •-'I  ï«  ! 

(uii  constitue  la  première  ligne  de  U  ,  lionc  W     est  une  base  de 

l'idéal    -U' X     -     •    t>.n    obtient    ainsi    dans     la     classe    un    certain 

nombre  fini  d'idéaux  •-]?  qii\)/i  peut  appeler  encore  réduits,  et 
pour  chercher  toutes  les  classes,  il  suffit  de  chercher  tous  ces 
idéaux  réduits:  chacun  d  eux  peut  d  ailleuis  avoir  jilusieurs  bases 
l'éduites.  Un  tel  idéal  contient  i,  c'est  donc  l'inverse  d'un  idéal 
entier  (Chap.  V)  et  sa  base  relative  est  l'inverse  P  '  d'un  J  abieau 
à  termes  entiers. 

Nous  allons  alors  montrer  que  le  nombre  des  classes  d'idéaux 
est  fini.  En  efi'et,  tout  tableau  W  étant  réduit  dans  le  système 
défini  par  P"'  X  T,  la  norme   de  la  première  ligne  qui  est   i   est 
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inférieure  à  ni^  ;  clone,  cPaprès  le  premier  ihéorèine  de  Mirikouski 

ii^H|A(Tj|  X  |A(  l'-')|. 
\\{l')\^\\\\CY)\\ 

|A(P)|  est  liinilé  siipérieuremeni.  Il  en  est  de  même  des  déno- 
minateurs des  termes  de  P~'  et  le  déterminant  A(P~')  ne  peut 
prendre  qu'un  aomijie  liniité  de  valeurs:  les  tableaux  P~'  ne 
peuvent  donc  a|)partenir  qu'à  un  nombre  fini  de  systèmes.  Mais 
à  des  tableaux  P  '  équivalents  correspond  un  même  idéal,  il  n'j 
a  par  conséquent  qu'un  nombre  fini  d'idéaux  réduits  ('),  donc  de 
classes. 

L'équivalence  des  idéaux  est  liée  à  leurs  règles  de  calcul  ; 

tl.  ~  11!), 

entraînent       A"  -X>'  ~  )!'..  \)l)  . 
a'~  lli.', 

En  efTet.  les  deux  premières  égalités  traduisent  des  égalités 
cl,  =  A/[în],  iljj  =  Dl)'[cj']  ;  on  en  df'duit  -l,ill,  = -l,' \I!)'[t7îto'].  (Jn 
peut  encore  énoncer  ce  résultat  en  définissant  le  produit  de 
deux  classes  d'idéaux  ;  élaul  données  deux  telles  classes  21 
et  f}.  on  appelle  ainsi  /a  classe  (C  =  ^  X  13  constiluée  par  tous 
les  idéaux  produits  d'un  idéal  de  ^  par  un  idéal  de  15. 
L'ensemble  de  ces  produits  est  bien  une  classe  d'après  ce  qui 
|)récèdc;  en  outre,  lopération  ainsi  définie  est  manifestement 
univoque,  associative  et  commutative,  ainsi  que  la  multi|)lication 
des  idéaux  qui  sert  à  la  définii-.  La  classe  |)rincipale  O  joue  le 
rôle  de  l'unité,  car  elle  est  telle  que  Jj^  =  ^. 

Il  y  a  une  et  une  seule  classe  invej'se  d'une  classe  donnée  consti- 
tuée par  les  inverses  des  idéaux  de  la  classe  primitive,  car  toutes 

(')  On  aurait  encore  pu  ninnlier  qu'il  n'y  a  qu'un  noniljre  fini  de  représen- 
tations ayant  pour  opérateur  un  tableau  W  {voir  propriétés  du  discriminant); 
I  A(\\")  I  n'est  pas  connu,  mais  limité  supérieurement  et  inférieurement.  Donc  les 

termes  de 

Wx  [wp  ...,  (,)„]  X  W'-' 

qui  sont  des  entiers  rationnels  sont  aussi  limités  supcricuremenl  en  valeur  ab- 
solue, quand  w  est  un  entier  déterminé  du  corps 

L'inconvénient  de  cette  méthode  est  de  fournir  les  représentations  réduites  qui 
peuvent  être  en  plus  grand  nombre  que  les  idéaux  réduits.  Le  calcul  effectif  du 
nombre  de  classes  est  un  problème  assez  difficile  et  n'a  été  abordé  jusque  main- 
tenant que  par  des  méthodes  analytiques  analogues  à  celles  employées  pour  la 
densité  des  nombres  premiers. 


t  lo  CHAPITRE    VII. 

I<'S  soliilions  (le 

«l.-Y- ~|ij         ou         a-V- =  [fnj, 
sont  données  par 

-Y-  =  .L-'Inr]  ou  -V  ~ -V,-'. 

On  en  (.léiluit  ais«'inenl  les  règles  de  calcul  (  ')  sur  les  classes. 
Ces  classes,  étant  en  nombre  fini,  forment  un  groupe  d'un  nombre 
lini  d'éléments  dont  la  slriuliire  <fst  en  (|iielqMe  sorte  caracléris- 
ti(jue  du  corps  considéré  ;  on  pourra  aisément  la  trouver  eu  choi- 
sissant un  idéal  dans  clia(|iie  class(;  et  en  formant  leurs  produits 
deux  à  deux.  Cctle  structure  ('tanl  établie,  tout  calcul  sur  des  idéaux 
se  ramènera  ensuite  à  des  calculs  sur  des  idéaux  principaux,  quo- 
tients des  idéaux  donnés  par  ceux  qui  servent  à  représenter  les 
classes. 

Remarquons  encore  que  le  nombre  de  classes  d'idéaux  étant 
fini,  les  puissances  de  l'une  d'elles,  (juelconque,  ne  sont  pas 
indéfiniment  distinctes,  c'est-à-dire 

5V''+A'=i\A'        ou         51'' =D, 

c'est  dire  encore  que  pour  tout  idéal  ri,  il  existe  une  puissance  h 
telle  que  A>^  soit  principal.  Ceci  posé,  considérons  l'ensemble  de 
tous  les  entiers  complexes  algébri(jues  et  soit  a,  [â,  . . .,  un  nombre 
fini  d'entre  eux.  Ils  définissent  un  corps  K(a,  ^,  ...),  et  dans  ce 
corps,  un  idéal  entier  -l.  dont  une  puissance  h  est  un  idéal  prin- 
cipal [oj]  nécessairement  entier;  considérons  Tentier  o  défini,  au 
produit  près  par  une  racine  de  I  unité,  par  l'équation 

o''  =  to  ; 

Tout  entier  complexe  H  diviseur  commun  de  a,  3,  ...  divise 
tous  les   entiers   de   ^U;  ;^'  divise   les  entiers  de  -l''',  et  par  consé- 

(')  Si  l'on  considère  les  svslèmcs  de  formes  décoiiiposables  délinis  respective- 
ment par  A  et  0,  le  système  de  formes  défini  par  £  est  tel  que  ctiacune  de  ses 
formes  a  pour  valeurs  numèri(jues  les  produits  des  valeurs  numériques  des  pre- 
mières formes.  Un  exemple  connu  de  cette  composition  de  deux  formes  est  donné 
par  l'exemple  du  corps  K(i),  il  n'y  a  alors  qu'une  seule  classe  d'idéaux,  la  classe 
-principale,  les  formes  décomposables  associées  ayant  pour  valeurs  numériques 
des  sommes  de  deux  carrés  de  nombres  entiers,  ceci  se  traduit  par  le  fait  que  le 
produit  d'une  somme  de  deux  carrés  (d'entiers  ordinaires)  est  une  somme  de 
deux  carrés. 
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queiU  w,  donc  l  divise  o.  Réciproquement,  o^'  divisant  a^,  V',  ... 
(quotients  entiers  algébriques),  o  divise  a,  [i,  .  ..y  donc,  a  fortiori, 
tout  diviseur  de  o  divise  a,  3,  ...,  c'est  dire  que  Vensemble  'de 
tous  /es  entiers  complexes  diviseurs  communs  de  plusieurs 
entiers  en  nombre  fini  a,  |j,  ^  est  identique  à  l'ensemble  de  tous 
les  diviseurs  d' un  même  entier  complexe  o  (qui  n'est  pas  néces- 
sairement du  cor[)S  défini  par  les  premiers).  C'est  Fexlension 
de  la  propriété  du  plus  grand  commun  diviseur  à  Tensemlde  (  ') 
des  nombres  entiers  algéljriques. 

(')  Celle  propriété,  duc  à  M.  Dedekind  icrmine  un  article  du  géomètre 
allemand  sur  les  idéaux  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathémaliques  (1879). 
C'est,  à  ma  connaissance,  exception  faite  de  quelques  traductions  récentes  et  d'un 
opuscule  de  H.  Laurent,  le  seul  exposé  écrit  en  français  sur  l'arithmétique  des 
corps  algébriques. 


G. 


i3o  NOTi:  I. 


KOTi:    1. 

PtHlODKS  OES  FONCTIONS. 


J.a  lliéorie  des  modules  est  susceptible  d'applications  intéressantes 
aux  propriétés  des  fonctions  périodiques.  Nous  allons  dans  cette  Note 
en  indiquer  quelques-unes  des  plus  essentielles;  la  plupart  d'entre  elles 
ainsi  que  les  définitions  adoptées  ont  été  empiuntées  au  très  intéres- 
sant Mémoire  de  M.  Esclaugon  sur  \e?, fonctions  quasi-périodiques  ('  ). 

xNous  compléterons  d'abord  un  résultat  obtenu  pour  les  modules 
non  tvpes  de  dimension  i  : 

1.  Si  un  module  Ci\\.  dans  un  espace  à  n  dimensions  n'est  pas 
type^  il  existe  un  sous-module  ^^  de  OK^  peut-être  confondu  avec  OR, 
dont  les  points  forment  un  ensemble  partout  dense  dans  l'espace 
ou  dans  le  sous-espace  de  dimension  p,  qu'ils  définissent.  En  outre, 
le  module  OÏL  se  déduit  de  y?  en  ajoutant  à  chacun  de  ses  points 
ceux  d'an  module  tjpe  ^au  plus  de  dimension  n  — pzzzq. 

ïin  eflet  il  v  a  une  infinité  de  points  de  Oïi  vérifiant 

(0  l«.|<^,      ;«2i<^ !«.!<^, 

quel  que  soit  s.  Pour  une  première  valeur  de  c.  les  solutions  définissent 
un  sous-espace  linéaire  K  passant  par  l'origine  et  peut-être  confondu 
avec  l'espace;  si  l'on  donne  à  £  des  valeurs  décroissantes,  on  obtient 
des  sous-espaces  E',  E",  ...,  chacun  deux,  inclus  ou  identique  au 
précédent  et  fous  de  dimension  non  nulle.  Pour  une  valeur  cp 
suffisamment  petite,  on  obtiendra  un  sous-espace  E^  de  dimen- 
sion p  {m^p  ±\)  qui  restera  le  même  pour  toutes  les  valeurs  infé- 
rieures de  £.  C  est  dire  encore  que.  pour  s  <  î/,,  toutes  les  solutions 
de  (i)  seront  dans  \ip  et  qu  on  pourra  toujours  trou\er/'  d'entre  elles 
formant  une  matrice  de  vaw^  p. 

Soit  une  telle  matrice  B  dont  les  valeurs  absolues  des  termes  soient 
inférieures  à  r,  et  considérons  les  coordonnées  relatives  ?/,  des  points 

(')  Annales  de  l'Observatoire  de  Bordeaux,  1904. 
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de  Ej,  par  rapport  à  B 

[\  a-i     ...     a;„  Il  =  li  //,      ...      iip  \\  x  B. 

Alors,  si  l'on  prend  un  point  m  déterminé  («j.  ...,  //^^)  de  E^,  il  existe 
un  système  d'entiers  (ci,  ....  Cp),  tels  que 

{\ui  —  ei\,  h/2  — ^21,   ...,  \i',>—ep\)^-- 

Mais  ces  entiers  sont  les  coordonnées  relatives  d'un  point  a  de  0\L 
appartenant  à  E,,,  et  si  a,  en  sont  les  coordonnées  absolues  et  cCi- 
celles  de  m,  les  inégalités  précédentes  entraînent 

(I-3-1—  «1  I,    1^2—  «il,    ••  -,    l^/i  — ««D^  7,P'''n 

■ce  qui  montre  qu'au  voisinage  de  tout  point  m  de  E^  existent  des  points 
de  Ole. 

Soit  alors  P  une  matrice  de  ce  sous-espace,  Q  une  matrice  formant 

avec  P  un  Tableau  d'ordre  «,  A  =  (  1  et  faisons  le  changement  de 
coordonnées 

Il  ar,      ...      x„  Il  =  Il  j'i      ...     jKr/     -I      ...     ^/.  H  X  A 

=  11^1     ...     jr/ 11x0^-11^1     ...     ^/,  I!  X  P. 

Les  inégalités  (i)  entraînent  des  inégalités  analogues  pour  les  nou- 
velles coordonnées 

Pour  les  valeurs  assez  petites  de  z' ,  tous  les  points  vérifiant  ces 
inégalités  sont  dans  E^,  c'est-à-dire  que  les  coordonnés  b  sont  toutes 
nulles;  or  les  points  (^,,  ..  .,  h^^)  forment  un  module,  pour  e'  assez 
petit  il  n'y  a  aucun  de  ces  points  vérifiant  les  q  premières  égalités 
précédentes;  donc,  quel  que  soit  e' ,  il  n'y  en  a  qu'un  nombre  fini  et 
le   module  est  type,  ou  encore 

Il   ^'1     ...     0,,  Il  =  Il  e,     ...     e,.  H  X  R, 

R  tableau  d'ordre  rlq  et  les  e  entiers.  En  revenant  aux  coordonnées 
absolues  des  points  de  D\l 

(2)      liai      ...      r/„  1!  =  Il  e,      ...      e,  1|  X  R  X  Q -f- ||  Ci      ...      C;,  i|xP. 

La  première  partie  de  la  somme  du  deuxième  membre  représente  des 
points  d'un  module  type  ^  de  dimension  rlq]  la  deuxième  partie 


i3>. 


représente    îles    points    d'un    module,    contenus    dans    K^   et   (pii    v 
l'ornient,  d'après  ce  f|ui  a  été  dit.  un  ensemble  partout  dense. 

Il  V  a  également  inlt-n'-t  à  connaître  ui!  critérium  pour  distinguer 
le  cas  des  modules  denses  ou  non  denses  dans  tout  l'espace  : 

'2.  Pni/ff/ii'//n  module  de  points  («,,  r/,,  .  .  .,  «„  )  ne  soit  j)as  dense 
dans    tout    l'espace^    il  JfuU    et  il  suffit    t/u'on  puisse  trouver  «,. 

//., u,i  tels  (juc  le  module  de  nombres  (//,  r/,  -i-  u^a.,  -;-...-+-  u„a„) 

soit  ^jy^f.  C'est  dire  encore  (|u'on  peut  projeter  le  module  sur  une  droite 
de  façon  que  le  module  obtenu  soit  tvpe. 

Si  le  moilule  est  non  dense  dans  tout  l'espace,  ses  points  sont  donnés 
par  la  formule  (  2)  où /;.  rang  de  P,  est  inférieur  à  n;  alors  il  suffit  de 
choisir  pour  les  u  les  coeflicienls  de  la  première  ligne  dans  le  dévelop- 

R  r>  \ 

pement  du  déterminant  de  (  |  m  A'  de  façon  que 


RQx 


A,  .V)  ! 


"1 

0 

Px 

= 

'fn 

0 

»lrt, 


.-)-  u„nn  = 


Réciproquement  si 


e,A(A'). 


"i«i 


.-^  'i,tff,i—  ('i^, 


Cl  entier  quelconque  et  y.  déterminé,  il  n'y  a  aucun  point  du  module 
au  voisinage  d'un  point  (a'j.  ....  .v„)  tel  que 

a 
»1  J*I  -f-  ...  —  U,iXn=  -, 
x 

et  le  module  n'est  pas  dense  dans  tout  l'espace. 

Fonctions  périodiques.  —    Considérons  maintenant   une   fonction 

de    n    variables    réelles    l""(>r,,  .v., x^)    supposée    délinie    pour 

toutes  valeurs  des  .r,  ou  encore  dans  tout  l'espace  réel  à  n  dimen- 
sions. On  dit  que  cette  fonction  est  périodique  et  admet  la  période 
(rt,.  a.,.  ...,  rt„)  ou  plus  simplement  («,)  si,  quelles  que  soient  les 
variables  x. 


F(x,  -+-  a,,  . ..,  x„-f-  a„)  =  F  (.ri,  .  . .,  j:„): 
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on  en  déduit  ([iio,  quels  que  soient  les  j;'  :  (a?^  ::=  .r/4- «/), 

F(.r;— «,-)  =  F(ar;), 

c'est-à-dire  que  F  admet  la  période  ( —  a,).  Si  une  fonction  admet 
les  deux  périodes  (f/,).  (''''/).  elle  admet   manifestement  (  in  <7,±:  ^,)  ; 

car 

¥{xi±ai±L  bi)  =  F(>/±  ai)  =  V{Xi). 

Donc,  si  l'on  considère  une  période  comme  définissant  un  point  d'un 
espace  à  ii  dimensions,  les  périodes  d' une  mr  me  fonction  forment  un 
module. 

Si  l'on  fait  sur  les  variables  x  une  substitution  linéaire  définie  par 

11^1     ...     xa\\  =  \\yi     ...    y-nWxP^,        A(A)?éo, 

la  fonction  des  x  devient  une  fonction  *!»  desy  encore  périodique,  dont 
les  périodes  {bj)  sont  données  en  fonction  des  («/)  par  la  même  subs- 
titution. Il  peut  se  faire  que,  par  un  choix,  convenable  de  A,  la 
fonction  O  ne   dépende   plus   que  de   fj   variables   au   lieu   de   /«,    par 

exemple   Vj y,j.   C'est  dire   que  <I>  ou  F  reste  constante  lorsque 

y^-H,,  ....  r,i  varient  d'une  façon  quelconque,  donc  certaines  périodes 
de  <!►  seront  constituées  par 

(o,   ....  O,  Â^+1,    .  .  .,  À„), 

les  }.  avant  des  valeurs  complètement  arbitraires.  On  en  déduit  pour  F 
des  périodes  correspondantes  qui  seront  constituées  par  tous  les 
points  du  sous-espace  défini  par  l'origine  et  les  n  —  q  z=^  p  dernières 
lignes  de  A;  c'est  ce  que  M.  Esclangon  appelle  des  périodes  im- 
propres. 

Dans  le  cas  où  F  est  continue  dans  tout  l'espace,  on  peut  préciser 
la   nature    du    module   formé    par  ses  périodes  : 

3.  On  peut  alors  ramener  Y  par  une  substitution  linéaire  à  n'être 
qu'une  fonction  <I>  de  q  variables  indépendantes  {q  Sn)^  les  périodes 
relatives  à  cette  nouvelle  fonction  formant  un  module  type  dans 
l'espace  à  q  dimensions. 

Soit  Oit  le  module  des  périodes;  s'il  est  tvpe  l'ensemble  des  points 
de  OIl  n'est  dense  dans  aucun  sous-espace,  a  fortiori  il  ne  contient 
pas  de  périodes  impropres  (formées  par  tous  les  points  d'un  sous- 
espace)  et  aucune  substitution  ne  peut  diminuer  le  nombre  de 
variables  de  F;  M.  Esclangon  appelle  une  telle  fonction,  irréductible. 
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Si  ;Tt  n'est  pas  type,  ses  points,  c'est-à-dire  les  périodes  de  F,  sont 
donnés  par  ré.i,Mlité  (2  ).  Appelons  •!'(  v,.  .  .  . ,  v„.  r, z.,)  la  fonction 

transformé»'  de  1'  par-  la  siihslilulion  associée  au  Tableau  A  :=  I        i  ; 

cette  fonction  admet  les  périodes  (c, c,,)  f]ui  forment  un  ensemble 

dense  dans  tout  le  sons-espace  à  p  dimensions.  Ihync  pour  toutes  valeurs 
des  z,  on  jjeut  trouver  des  c  tels  (|ue.  quel  (|ue  soit  s, 

Mais  <l>  étant  Cf)ntinue,  jjour  un  système  donne  de  >',  on  peut  a  toute 
valeur  donnée  de  c'  faire  correspondre  une  valeur  de  £,  donc  des  C/, 
tels  (|ue 

\'P(yi,  ...,y,,;zi,  .  .  . .  z,,)  — 'l>(yi,  .  .  . ,  y,,;  c^,  .  .  . ,  c,,)\  <i' 
ou.  en  tenant  compte  de  la  périodicité, 

l*(ji,  •■•,y'i\  -1,  •••■  -/->  — *(ri,  ...,^r/;o,  ...,o)|  <s'; 

comme  z'  est  arbitraire,  on  en  déduit 

^(.Xi^  •••.77-  -M  ••■,  -//)  =  '!'<  ri,  •• .,.}',/;  o.  ...,  o), 

c'est  dire  que  ^  ne  dépend  pas  des  z  et  l'ensemble  des  points  (c,)  est 
identique  à  celui  des  points  de  E,,.  Les  seules  périodes  de  <I».  considéré 
comme  fonction  des  y,  sont  (^j,  ...,  b^)  et  elles  constituent  un 
module  type,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Si  nous  revenons  aux.  périodes  mêmes  de  F,  on  peut  mettre  leur 
expression  sous  la  forme 

11   «1       .  •  •       ««   H  =  Il   ^1        ...       fr   H    X   R  ^  Il   X,       ...       A/,   Il  X   P, 

les  À  sont  des  indéterminées  quelconcjues  et  les  e  des  indéterminées 
entières  ;  la  matrice  R  de  type  (/•.  «)  et  de  ranij  r{r  In  —  p)  est  défini 
à  un  produit  près  à  gauche  par  un  tableau  unimodulaire  d  ordre  /' ; 
la  matrice  P  de  type  {p,  n)  et  de  rang/j  est  défini  à  un  produit  prés  à 
gauche  par  un  tableau  quelconque  d'ordre /j.  Il  est  à  remarquer  que 
la  démonstration  resterait  valable  si  F  avait  des  discontinuités  isolées. 

Si  une  fonction  est  irréductible,  le  module  de  ses  périodes  est  type 
de  dimension  au  plus  n  ;  c'est  dire  encore  qu'il  y  a  au  plus  n  périodes 
indépendantes,  toutes  les  autres  s'en  déduisant  par  addition  et  sous- 
traction. Dans  le  cas  particulier  d'une  seule  variable,  la  fonction  est 
constante  ou  irréductible;  dans  ce  cas,  toutes  les  périodes,  si  elles 
existent,  sont  de  la  forme  Aa,  A"  indéterminée  entière. 

On  peut  encore  appliquer  le  résultat  obtenu  à  une  fonction   de  n 
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variables    imaginaires   (xi-\-ijc\ v,i-\- ijc',^)    en    la    considérant 

comme  fonction  des  2/1  variables  réelles  (j7j,  x\,  .  .  .,  .r„,^,'j);  si  elle 
est  irréductible,  elle  a  au  plus  2n  périodes  indépendantes,  dont 
ou  déduit  toutes  les  autres  par  addition  et  soustraction.  Les  parties 
réelles  et  imaginaires  de  ces  2  n  périodes  doivent  former  un  tableau 
d'ordre  2/1  à  déterminant  non  nul.  II  faut  pour  cela  qu'il  n'existe  entre 
les  2/1  périodes  aucune  relation  linéaire  et  homogène  à  coejjicienls 
réels.  Dans  le  cas  «=ri,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  périodes  et 
leur  (juolient  ne  peut  être  réel  {cf.  les  Traités  sur  les  fondions  ellip- 
tiques). 

Fonctions  quasi-périodiques .  —  Considérons  une  fonction  pé- 
riodique irréductible  F(cri,  ...,  ^„  )  à  n  variables,  les  périodes 
(a,,  (70,  ....  a„  )  formant  une  module  type  OTL  de  dimension  n  et 
de  base  A  {fonctions  entièrement  périodiques).  Pour  connaître  la 
fonction  F,  il  n'est  évidemment  pas  nécessaire  de  se  donner  ses  valeurs 
pour  tout  point  de  l'espace,  mais  seulement  pour  les  points  intérieurs 
à  ce  qu'on  pourrait  appeler  un  parallélipipède  des  périodes,  c'est-à- 
dire,  par  exemple,  pour  les  points  dont  les  coordonnées  relatives  au 
tableau  A  sont  comprises  entre  o  et  i  ;  tout  autre  point  de  l'espace  se 
déduit  en  effet  d'un  de  ceux-là  en  ajoutant  un  point  du  module  type 
(à  coordonnées  relatives  entières).  Mais  si  F  est  continue,  il  n'est  pas 
non  plus  nécessaire  de  connaître  sa  valeur  pour  tout  point  de  ce  paral- 
lélipipède, mais  seulement  pour  un  ensemble  de  points  qui  y  soit  par- 
tout dense;  on  déduira  la  valeur  de  F  pour  les  autres  points  par 
continuité.  Peut-on  arriver  au  même  résultat  en  se  donnant  la  valeur 
de  F  en  tous  les  points  d' une  droite  issue  de  Vorigine.  mais  conve- 
nablement choisie? 

Si  les  points  de  la  droite  ont  pour  coordonnées  {y.^t,  a^t,  ....  a„f )i 
^  paramètre  variable;  de  la  donnée  de  F  en  ces  points,  on  déduit 
immédiatement  sa  donnée  en  tous  les  points  de  l'espace 

(3)  ;i=^l^-i-ai,  b=^2^-+-<^2)  •■•,  Çn=  '-'■nt -h  an, 

congrus  aux  points  de  la  droite  {module  .OIl  )  et  formant  un  mo- 
dule ^K.  Pour  que  celte  donnée  détermine  F,  supposée  continue,  il 
faut  et  il  suffit  f|ue  l'ensemble  de  ces  derniers  points,  qui  forment  un 
module,  soit  dense  dans  tout  l'espace  (voir  Traité  d'Analyse  de 
M.  Baire,  Principe  d'extension).  On  conçoit  alors  l'importance  du 
principe  : 

4..  Pour  que  tous  les  points  congrus  {module  OFu),  aux  points  de 
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(c'est-ii-diie  les  points  de  A)  fonnent  un  ensemble  dense  dans  tout 
l'csfiace,  il  faut  et  il  suffit  fjiie,  si  l'on  pose 

Il  a,     ...     2„  ii  =  I:  :i,     ...     ^„  I   X  A. 

/'/  //')'  ait  aucune  relation,  linéaire,  homogène,  à  coefficients  entiers 
entre  les  5. 

Les  coordonnées  relatives  des  points  (3j.  relali\  ement  à  A,  sont 

(3  6/S)      T,,=  3,/  -r-C,.  r,<,=  'UJ  —  Ci T.„=i„/  — c„. 

les  e  étant  des  entiers  quelconques.  S'il  existe  entre  les  5  une  relation 
linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers  u,.  on  a 

»i  r,,  —  UiCrl—'-  •—  Un'ftn  —  »i  ei  —  . . .—  u„en  : 

le  module  formé  par  ces  nombres,  étant  composé  d'entiers,  est  tvpeet 
le  module  c'B.  n'est  pas  dense  dans  tout  l'espace.  Réciproquement  si  â^ 
n'est  pas  dense  dans  tout  l'espace,  on  doit  trouver  des  c  tels  que  le 
module  de  nombres 

soit  tvpe  (propriété  2).  Four  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  déjà  que  le  coef- 
ficient de  t  soit  nul:  en  outre,  les  nombres  (r,ei-h  ...-T-<'„e„) 
devant  être,  quels  que  soient  les  entiers  e,  des  multiples  entiers  d'un 
même  nombre  a,  les  c,  sont  de  la  forme  «/a,  u^  entier  et  pour  ces 
entiers,  on  a 

«,[i,-i-.  .  .—  U,//r.  =  o. 

M.  Esclangon  et.  en  même  temps  que  lui.   M.   Bolil  ont  considéré 
le  cas  particulier  d'un  module  <)\'^  dont  la  base  A  est  canonique 

A  =  [wi m„\ 


(fonction  pérodique  séparément  par  rapport  à  chaque  vaiiable)  et  la 
droite  j:,=:  j-^^r.  .  .  zn  j-„.  La  condition  précédente  est  alors  identique 
à  l'absence  de  toute  relation  linéaiie.  homogène  à  coefficients  entiers 

entre  les  inverses —     Remarquons  qu'à  un   point  de    vue,    pour  ainsi 

dire  inverse,  si  l'on  a  trouvé  une  droite  passant  par  l'origine  et  rem- 
plissant les  conditions  de  la  propriété  i,  on  peut,  pour  la  donnée  de  F, 


I>KR[OI)i:S    DES    KONCTIONS.  l37 

remplacer  celle  droile  par  loute  aulre  droite  parallèle  (a/f-hy/),  on 
ne  fail  ainsi  qu'une  Iraiislalioii  (y,)  sur  le  module  Si, 

Enfin,  en  supposant  toujours  F  continue,  la  fonction  y(^),  obtenue 
en  prenant  les  valeurs  de  F  sur  une  des  droites  précédentes  n'est  pas 
quelconque.  La  donnée  a  priori  en  f  entraîne  la  donnée  de  F,  en  des 
points  d'un  ensemble  dense,  il  faut  et  suffit  que  la  fonction  ainsi 
définie  pour  ce  seul  ensemble  de  points  soit  elle-même  continue 
{voir  Baiue,  loc.  cit.).  On  peut  traduire  ceci  par  une  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour/  : 

5.  Pour  que  f{l)  représente  les  valeurs  d'une  fonction  pério- 
dique F(ui,  ....  j:-,i)  de  périodes 


«1 


Cl      ...     <?„  11  X  A         (ci  entiers), 


en  tous  les  points  d'une  droite  {xit,  .  .  . .  a.nt)  vérifiant  les  conditions 
de  la  propriété  k,  il  faut  et  il  suffit  qu'étant  donné  t  quelconque 
et  un  nombre  e^  o  on  puisse  trouver  un  nombre  s',  de  façon  que 
pour  toute  valeur  t'  telle  que 

[\y.i(f  —  t')  —  ai\,  ....  \7.„(f  —  i')  —  an\]  <t' 

ou  telle  encore  que  Çii{t —  t')  dijfère  de   nombres  entiers  de  moins 

de  c",  on  ait 

\f(t')-f(t)\<t. 

Une  telle  fonction/(^)  est  appelée  par  M.  Esclangon  quasi-pério- 
dique., on  voit  qu'elle  n'est  pas  périodique,  mais  repasse  une  infinité 
de  fois  par  des  valeurs  aussi  voisines  qu'on  voudra  d'une  quelconque 
de  ses  valeurs.  Il  existe  une  infinité  de  telles  fonctions  attachées  à 
un  même  module  DIL  de  périodes  et  à  une  même  droite.  L'expression 
de  ces  fonctions  au  moyen  d'un  certain  nombre  d'entre  elles  se  rat- 
tache plutôt  au  domaine  de  l'Analyse.  Je  renvoie  pour  cela  le  lecteur 
au  Mémoire  de  M.  Esclangon;  on  y  trouvera  aussi  une  question 
d'ordre  plus  arithmétique  mais  que  le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  me 
permet  jDas  de  développer  :  la  recherche  des  différents  modules  de 
périodes  auxquels  est  attacliée  une  même  fonction  quasi-périodique. 
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NOTE  II. 

EXEMPLE  Di:  COIUS  AI/iÉBUIQLE. 


Nous  allons  éliulier  comme  exemple  de  corps  ali^ébrique  K(\82). 
Lirralionnelle  du  deuxième  degré  oj  =:  \/82  est  un  élément  primitif 
du  corps,  son  conjugué  étant  dj' =  — \  82;  tout  nombre  du  corps  est 
de  la  forme  TTT  :=  .r -4- yoj,  .c  et  y  étant  rationnels  [forme  (i)  du  Cha- 
pitre IV]  ;  la  norme  de  cr  est 

N(to)  =  (x  —  y  s./'b^i)  (x  —  y  \/si)  =  x-—  Siy-. 

On  peut  voir  sur  ce  cas  une  propriété  générale  pour  tous  les  corp> 
du  deuxième  degré:  les  nombres  du  corps  conjugué  K('j/)  appar- 
tiennent au  corps  lui-même.  En  prenant  pour  opérateur  commun 
d'une  représentation  par  des  tableaux 


T  = 


I  I 


le  nombre  m  est  représenté  par 


X  [x-r-yoj,  x-T-y (.<)']  X 


I       I 


S2  y 


y 

X 


Entiers  du  corps.    —    L'équation    fondamentale    de  m    est,    à    un 
produit  près  par  un  entier, 

X-  —  îx\  —  X-  —  '>>iy-  =  o. 

Pour  que  ^  soit  entier  complexe  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  2.37 
et  a:- — 8'2y-  soient  entiers;  il  faut  donc  que  !\.v- — 4X821-  soit 
aussi  entier,  et  par  conséquent  aussi  4  X  82  x  )-,  comme  82  na  pas 
de  facteur  carré  il  faut  que  r  comme  .v  soit  une  fraction  de  dénomi- 
nateur 2.  Donc  .r  et  y  sont  de  la  forme  -  <  -;  //,  c  étant  des  entiers  et 
Ton  doit  avoir 


(4) 


u-  —  82»-^  o 


(  mod  i  ) 
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OU 

(4) 


U' —    iv-^o        (mod4); 


si  u  et  ('  sont  impairs,  leurs  carrés  sont  congrus  à  i.  module  4?  et  la 
congruence  précédente  ne  peut  être  vérifiée.  Si  u  ou  v  est  pair, 
l'autre  l'est  également,  c'est  dire  que  .r  et  v  doivent  être  entiers. 
Donc  tout  entier  complexe  du  corps  est  de  la  forme 

u -^  V  }^'^.  fj<,  f  entiers  j. 

On  verra  sans  peine  comment  ce  raisonnement  s'étend  au  cas  général 
d'un  corps  du  deuxième  degré  K(v/V/),  d  sans  facteur  carré;  il  y  a 
lieu  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  d  est  congru  ou  non  à  i 
(module  4). 

Une  base  des  entiers  du  corps  est  constituée  précisément  par  le 
tableau  T  pris  comme  opérateur.  Le  déterminant  du  corps  est 


D  = 


I  I 


=  i  X  82. 


les  tableaux  correspondant  aux  entiers  complexes  sont,  «.  r  étant  des 
entiers, 


u 

V 

=  [a] 

X 

I 

0 

821-' 

u 

0 

I 

[^'] 


O  I 

82     o 


Idéaux  du  corps.  —  Cherchons  la  forme  générale  de  la  base 
relative  d'un  idéal  (entier  ou  fractionnaire)  du  corps.  On  peut  mettre 
cette  base  sous  la  forme  d'Hermile 


P  = 


P 
d 

0 

a 

^ 

d 

d 

{o^a'<  p',  o<  cj), 


il  faut  et  il  suffit  que  le  tableau 


Px 


a 

P_ 

0 

I 

X 

p 

1  =: 

"7 

'1 

82 

0 

827 

a- 

a 
'i 

soit  à  termes  entiers;  il   faut  d'abord  que   a    et  p'   soient    divisibles 


82  —  «- 


par  ^;  si  a  et /?  sont  leurs  quotients,  il  faut  en  outre  que 


soit 
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un  entier.  Ces  conditions  siifli-eiil  el  tous  les  idéaux  ont  pour  bases 
relatives 


'■  =  [7I  -Il  '■  " 


[8i>  —  (f-  -^  o  (  modp }]. 


Nous  vérifierons  plus  Iriiti  (jue  certains  d'entre  eux  ne  sont  pas  prin- 
cipaux. Pour  qu'un  idéal  soit  entier  il  faut  el  il  suffit  que -^  soit  un 
entier  ordinaire. 

l'examinons  le  cas  didéaux  entiers  {d^\):  pour  que  l'idéal  de 
base  P  soit  divi-^ible  par  celui  de  base  P,.  il  faut  el  il  suffit  que  le 
tableau 


Px  I 


•^'  =  m 


Pi 


Pi 


soit  à  termes  entiers.  Celte  formule  permet  la  recherche  des  idéaux 
premiers.  Cherchons  d'abord  ceux  de  la  forme  [y]  (/?  =  ',  rt  =  o).  il 
faut  qu'on  ne  puisse  trouver  y^,.  q^.  a,  sauf/?,=  i.  q^z^^ou  i,  tels 
que 

q^o         [mod  piqi).  ^ct,sho         (mod/Jj^i), 

82  —  rtf^o         (  niod/>i  I. 

Il  faut  d'abord  que  q  soit  premier,  sinon  il  suffirait  de  prendre 
pour  17,  un  de  ses  diviseurs  (/>,  =z  i ,  a,  =  o).  Alors  on  doit  nécessaire- 
ment prendre  7,  =:  i  et  /?,  =  '/  et  il  faut  et  il  suffit  qu'il  n'existe  aucun 
nombre  a,,  lel  que 

8  >  —  f/  j  ss  o         (  niod  q  ), 

c'est-à-dire  que  82  ne  doit  pas  être  résida  quadratique  module  q. 

Cherchons   maintenant   les   idéaux  premiers    pour  lesquels  /j>>i, 
on  doit  avoir  q  =z  i,  sinon  on   aurait  comme   diviseur  [q].  Il  faut  en 

outre  (]ue/)soit  premier,  car  si  />,  en  était  un  diviseur,  l'idéal 

a      1 

diviserait  l'idéal  considéré.  La  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  Donc 

en  résumé  deux  sortes  d'idéaux  premiers 

si         8-2  js  T-         (mod  «7), 

si  82  ES  a-  (mod/?), 


[7] 
I  P  ^ 
\a      i 


p  et  q  étant  premiers.  On  verra  sans  peine  comment  cette  recherche 
s'étendrait  au  cas  d'un  corps  quadratique  quelconque. 
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Réduction  de  la  base.  —  Si  l'on  approfondit  un  peu  la  méthode  de 
réduction  exposée  au  Chapitre  \  I  on  trouve  sans  difficulté  que,  pour 


(ju\in  tableau  du  deuxième  ordre  à  termes  réels 


a  a 
b  b' 


)  appartienne 


à  la  suite  des  tableaux  réduits  du  svslènie  qu'il  tléfinit  est  que 


>  ', 


o>^>-. 


en  outre  tout  tableau  de  la  suite  se   déduit   du   précédent   en    mulli- 


tipliant    à     gauche   par 


>   Y   étant    la    partie  entière   de  y 


(  Voir  Mémoire  cité).  On  a  un  premier  tableau  réduit  équivalent  à  T 
<jui  est 


/82  —  9     —  v/^' 
on  en  déduit  le  tableau  suivant 


.)) 


v/s-2-9         -(/si +  9) 
i63  — iSy/sI     i63-m8v8^ 


v/8-i  —  9     —  {\/''è'i 
qui  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  dilatation 

[— 9  +  v/8^,  —  9  — V^8^]. 

Donc  une  unité  du  corps  est  —  9  +  y/82  et  toutes  les  autres  en  sont, 
au  signe  près,  des  puissances  entières,  les  puissances  négatives  ne  sont 
autres  que  les  puissances  positives  de 

±(9  +  /8^), 


—  9  -f-  v/82 


on  peut  donc  aussi  prendre   ce   nombre  comme   unité   fondamentale. 


9      ' 


Le  tableau  correspondant  est 

morphes  de  la  forme  décomposable  associée  à  T 

sont  comprises  dans  la  formule 


9      I 
8-2     9 


et  toutes  les  substitutions  auto- 
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De  même  les  solutions  de 

x-i  —  S-Jt  J'2  =  ii=  I  , 

sont  les  entiers  des  premières  lii^nes  des  lableanv  précédenls. 

Classes   d'idéaux.     —     Considérons   une   base   réduite    d"un   idéal 
réduit,  elle  est  de  la  forme 


a  II     ,—-     a  a     ,-;- 

'-  s'-6i     —  —  —.  \''6\ 

P'        l>  P         P 


I 

() 

= 

a' 

7 

P 

P 

X 


v/8-. 


pour  que  ce  tableau  soit  la  base  d'un   idéal    il  faut   et  suffit  que 
p'^=qp,  a  =^orj.  S'2  —  a-^O     (  mOi\  p). 

Daulre  part  en  exprimant  qu'il  est  réduit,  c'est-à-dire  f[u'il  vérifie  les 
conditions  indiquées  précédemment,  on  obtient 


-  -i--\  .S.'.  <i, 

/'       P 


a         i     , — 


TI  faut  pour  cela  que  a  soit  négatif  et  qu'on  ail 

o  <  V  S-2  -^  a  <,  p,        p  <.  y/s^-  —  a. 

ou.  en  remarquant  que  a  et/»  sont  des  entiers 

—  glrt^ — I.  lo -r- (7  ^ /J  ^  f)  —  a. 


11  suffit  donc  pour  obtenir  toutes  les  bases  réduites  de  donner  à  a 
toutes  les  valeurs  de  —  9  à  — i  et  de  prendre  pour  p  les  diviseurs  de 
82  —  a-  qui  sont  compris  entre  10  -f-  «  et  9  —  a. 

Mais  les  idéauv  réduits  ainsi  obtenus  n'appartiennent  pas  nécessai- 
rement à  des  classes  diflérentes.  Pour  répartir  ces  idéaux  en  classes, 
considérons  un  des  tableaux  réduits  trouvés 


\  S'2     a  —  \  ^'^■ 


et  formons  les  bases  réduites  des  idéaux  réduits  dans  la  classe  définie 
par  ce  tableau.  Il  suffit  d'appliquer  la  méthode  indiquée  pour  la 
recherche  des  unités  et  de  former  le  tableau  consécutif  au  précédent 
dans  la  suite  des  tableaux  réduits  du  système.  Si  a  est  la  partie  entière 
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de r-  ce  tableau  suivanl  est 


0 

1     [ 

X 

1 

a- 

I 

_ 

/' 

P 

«  —  v/Hv>  a  —  \/S' 


P  P 

p  —  «a  —  a^'S'i      p — aa-f-av/82 


/> 


et  ridéal  réduit  correspondant  a  pour  l)ase 


]>  —  (1  y.      'j.  V  8>.     /;  —  r/  a  -^  a  v/<S'.i 


a  -i-  \/8'i  a  —  sj'è-i 


—  a/>;  —  a-\-\/'?>'i     — a/?i  —  a — \J%\ 


Py 


Pi 


ppy  =  8'>.  —  a-. 


Cet  idéal  peut  être  identique  au  précédent;  sinon  en  recommençant 
le  même  calcul  à  partir  de  cet  idéal  et  ainsi  de  suite,  on  finit  par 
retrouver  l'idéal  dont  on  était  parti  et  Ton  obtient  aussi  tous  les 
idéauv  réduits  d'une  certaine  classe.  Si,  ce  faisant,  on  n'a  pas  épuisé 
tous  les  tableaux  trouvés,  on  recommencera  à  partir  d'un  autre  et 
ainsi  de  suite. 

On  peut  résumer  ainsi  les  calculs 


9 


—  8            — 7  —  T)  —  j          — 4  —  3  — 2  — I 

;  — «2 ,                ,8               33  4(;  5-             6G  73  78  Si 

o-l-a,9  — «;..     {i,i8j       (2,17)  (3,  16)  (4,  i5)  (5,  i4)  (G,  i3t  (7,12)  (8,11}  (9,10) 
r          2,3,0,9  3,11  )i  »  6,11  »  »  9 


Le  Tableau 


I         o 

-9     1 


est  identic[ue  à  son  suivant.  Pour  les  autres  on  a 


1 •■i         9         9         2 

I  I  8 

i  =  — a/^i  —  ti....  — 8  —  I  — 8  — 8 

2  —  a? 18        Si         18 


3  G  II  o 

2  I  5 

_S     -4  -7  -8 

iS        6G  33 


-8     -7     -t, 
18       33       GG 


il  y  a   donc   cpiatre  classes  qu'on  peut  définir  par  les  idéaux  de   bases 
relatives 


I        0 
—  9     I 


8     I 


j>        o 

—  8      I 


6        o 
—  8     I 


ou  encore,  en  prenant  des  Ijases  équivalentes  {)lus  simples 


I 

0 

2 

0 

3     0 

G 

0 

0 

I 

0 

I 

I      I 

i 

I 
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La  première  de  ces  classes  est  l:i  classe  principale,  Texislence  des 
autres  montre  bien  la  nécessité  de  l'introduction  des  idéaux.  iJans 
l'extension  de  ces  calculs  aux  corps  quadratiques  quelconques,  il  est 
à  remarquer  qu'ilsse  simplifieraient  pour  les  corps  imaginaires,  chaque 
classe  est  alors  représentée  par  un  seul  idéal  réduit. 

Stracliirc  îles  classes.  —  Appelons  D,  vl,  i3.  £.  les  classes  précé- 
dentes. Calculons  -?l-,  l'idéal  -l;  qui  représente  celte  classe  est  déûnie 

par  I  2.  \  8.Î  ]  et  son  carré  par 

[i.>v/8^,8..]  =  [2.->v/8^]  =  [2]. 

idéal  qui  est  principal,  et  ^-zz:D.  Calculons  3  x  13.  en  faisant  le 
produit  des  idéaux  correspondants  on  trouve 

[g,  1  -^  a\/8Û.  3^/82,  82 -r-  v/82]  =  [g,  2  — 2  x  Sa,  —  3  X  82,  82  —  ^82] 

=  [g,  —  -j.  -r-  \/'&2]  =  [g.  —  8  ^  v'82], 

et  cet  idéal  appartient  à  la  classe  C 

Calculons  encore  h-,  le  carré  de  l'idéal  représentatif  est 

[9,  3  —  3 v/82.  83  -^  2v/8l]  =  [9,  —  80  —  \/8?.,  3  X  83  —2x3], 

=  [9,  —  80 -H  V' 82]  =  [9.  -  8  ^  V^l 
ce  qui  est  un  idéal  de  -?l.  On  peut  alors  résumer  la  structure 
i3.         13^=^.         'û^  =  iC.         'i}'^D. 

Terminons  cet  exemple  en  montrant  que  les  propriétés  des  nombres 
premiers  rationnels  ne  pouvaient  pas  se  transporter  aux  nombres 
premiers  complexes  du  corps.  L'idéal  A^  -=z  [2,  \  82J  est  premier,  son 
carré  est  l'idéal  principal  [2],  cet  idéal  ayant  pour  seul  facteur  cla, 
le  nombre  correspondant  2  n'est  divisible  par  aucun  entier  complexe 
du  corps  (car  l'idéal  correspondant  devrait  diviser  t\s>):  on  pourrait 
donc  considérer  3  comme  premier.  Considérons  d'autre  part  l'idéal 
également  premier  Vb  =  [3.  i  -r-  \  <^2  J,  son  carré  est  un  idéal  de  ^  : 

»,.,.=  [.,.  _  8  _  ^/5^]  =  T:  _  ^1  X  A: 
Mais  alors  l'idéal  entier  -XvV-  qui  appartient  à  vl-  est  principal 


cl>\)b2: 


v/8;" 


xa^=[io-v82]^ 
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il  n'a  d'aulres  diviseurs  que  les  idéaux  X,  iftj,  Xlll,  l'î)^  dont  aucun 
n'est  principal;  le  nombre  entier  complexe  lo  +  \/82  qui  n'a  aucun 
diviseur  entier  complexe  pourrait  donc  être  considéré  comme  premier 
et  notamment  comme  premier  avec  2.  Pourtant  le  carré  de  ce 
nombre 

(  I  o  -+-  v/82  /"  =  1 82  -f-  20  /82 

est  diiisible  par  2  (il  est  contenu  en  elTet  dans  le  carré  de  l'idéal 
premier  cl>,  qui  est  2). 


C. 
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LES  CONGKUKNCI'S  SUIVANT  CN  IDKAI 
ET  LA  NOH.MK  IJ  UN  IDÉAL. 


Ainsi  que  nous  l'avons  fait  remarquer  à  la  lin  du  Chapitre  \  (p.<)0, 
note  i),  il  n'existe  pas  pour  les  idéaux  de  notion  analogue  à  celle 
de  la  somme  ou  de  la  diiïérence  de  deux  nombres.  On  ne  peut  donc 
songer  à  définir  des  congruences  entre  idéaux,  mais  en  revanche  on 
peut  définir  des  congruences  entre  nombres  d'un  corps  relativement 
à  un  idéal  de  ce  corps.  Il  suffit  de  considérer  un  idéal  entier,  comme 
un  sous-raodule  de  l'ensemble  des  entiers  du  corps  et  de  lui  appliquer 
l'extension  toute  naturelle  faite  aux  sous-modules,  des  notions  de 
congruences  et  de  classes  suivant  un  module  entier,  empruntées  à 
l'arithmétique  ordinaire.  Soit,  par  exemple,  un  idéal  entier  -,l>  de  base 
relative  P  dans  un  corps  dont  la  base  des  entiers  est  T;  on  dit  que 
deux  entiers  complexes,  a,  [3,  du  corps  sont  congrus,  module  cl», 

a  ^  ^         (modaiU), 

si  «-{3  est  dans  al,.  Les  points  du  module  C  (de  base  T),  corres- 
pondants à  a,  [3  sont,  d'après  une  locution  déjà  employée  (Chap.  111. 
p.  49)  congrus  suivant  le  sous-module  ^l.  de  base  V  x  T.  Ces  con- 
gruences ont  les  mêmes  propriétés  que  les  congruences  entre  entiers 
ordinaires  : 


entraînent  P^Y  (modal.), 


a=p  (inodA.) 

a  ss  Y  (modJlo) 

a  =  ^'  (modc.1,) 

^  =  ,3'  (mod.l.)  entraînent        /(  a,  p.  .  .  .)  =/(a',  P',  .  . .) 


f  étant    une    fonction    entière    à    coefticienls  entiers    complexes   du 
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corps.  Enlin  (  '  ) 

a  ^  P  (mod  =,!Id) 

a  =  [ï  Cmodlll))      entrainent     a  =  ^  (mod  p.  p.  m.c.  =.1,,  llli, ...). 


Les  entiers  du  corps,  ou  les  points  du  module  G  associé,  peuvent 
se  répartir  en  classes  de  nombres  congrus  entre  eux  suivant  l'idéal  ^l,, 
ou  suivant  le  module  de  points  correspondants.  D'après  le  calcul  fait 
au  Chapitre  III,  le  nombre  de  ces  classes  est  fini  et  égal  à  la  valeur 
absolue  du  déterminant  de  la  base  relative  de  -,1),  |  A(P)|;  c'est  ce 
qu'on  appelle  la  norme  de  X.  Dans  le  cas  d'un  idéal  principal  ['.j], 
une  base  est  constituée  par 

T  X  [wi,  0J2, w,î]  =  P  X  T; 

donc|A(P)|  est  égal  à  |  oj[  x  (02  X  ...  X  oj„  | ,  c'est-à-dire  que  la 
norme  de  l'idéal  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la  norme  de  w. 

On  peut  étendre  cette  définition  au  cas  d'un  idéal  fractionnaire;  on 
appelle  norme  d'un  tel  idéal  la  valeur  absolue  du  déterminant  de  la 
base  relative.  On  peut  encore  essayer  de  relier  celte  norme  (qui  est 
un  nombre  fractionnaire)  à  un  nombre  de  classes  d'un  certain  module 
que  le  lecteur  déterminera  aisément.  Il  est  préférable  d'en  donner  ici 
une  autre  signification  moins  immédiate  et  utile  dans  beaucoup  de 
cas.  La  norme  d'un  idéal  A^.  entier  ou  fractionnaire,  est  égale  au 
plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  la  norme  d' une 
forme  9(^,  r,  .  .  .)  contenant  rX,. 

Supposons,  par  exemple,  o  linéaire, 

o(  X,  y.  .  .  .  )  =  a"  a  -r-  _;K  [B  -7- .  .  . , 
l'idéal  -.1.  étant  définie  par  a.  |3,  .  .  . ,  chacun  des  tableaux  : 

Tx  [a,,  ....a„],  Tx[3,,  ...,,S„], 

est  un  tableau  du  module  de  points  associés  à  =.1).  Donc 

T  X  [  aj,  .  .  . ,  a„]  =  SaX  P  X  T         (Sa  à  termes  entiers)  ; 
Tx[[ii,....3«]  =  SpxPxT         (Spà  termes  entiers); 


(  '  )  La  premiùre  et  la  troisième  propriété  sont  vraies  pour  un  sous-module  quel- 
conque de  5,  la  deuxième  exige  que  '\  soit  un  idéal.  La  démonstration  résulte 
du  fait  évident  que  la  dilTérence  /(  a',  P'.  ...) — f{x,\i,  ...)  est  une  fonction 
entière  sans  terme  constant  (et  à  coefficients  entiers  de  5)  des  dillerences  a' — a, 

iî'-p,   ... 
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el 

T  X  (xa, -H  r  il -+-...,  ....  .ra„-+-^  3„ -+-...]  =  (  j-Sa-r-^Sp— . . .)  X  Px  T; 

doii,  en  prenant  les  délerininanls  des  deux  membres 

A(T)X*(J-,  J,  •••)=  Af^-Sa-t-jS^  — ...)x  A(P;x  A(T); 
0  étant   la    norme  de   9,   c  est-à-dire    le  produit  des    n  formes    con- 
juguées o,,  Oj,  ...,o„de   o.  Soit  —  le   plus   irrand  commun   diviseur 

des  coefficients  de  <I>  el  «l',:^  -<I>.  la  forme  primaire  qu'on  en  déduit: 

(j 

l'égalité  peut  s'écrire 

-^^.l^,(.r,j-,  ...)  =  A(xS,-rS^-^...). 

Le  deuxième  membre  étant  une  forme  linéaire  à  coefficients  entiers, 

.,     ,  .  \  p  ... 

il  s  ensuit  que  — rr  X  —  est  un  entier  rationnel. 

Considérons  maintenant  l'idéal  „\^~^  inverse  de  ri,  et  les  idéaux 
conjugués  dans  les  corps  conjugués;  ils  sont  déiinis  respeclivemenl 
par  les  coefficients  des  formes 

Or,  si  a'  est  un  de  ces  coefficients  le  tableau 

P  X  T  X  [a',,a;,  ...,  a^] 

étant  formé  par  les  produits  de  nombres  de  c\«  par  des  nombres  det\o~' 
et  leurs  conjugués,  est  formé  d'entiers  complexes,  donc  appartient 
à  T.  C'est  dire  que 

P  X  T  X  [a, ,  . .  .,  a'„]  =  UaX  T  (Ua  à  termes  entiers); 

Px.  T  X  [p'i,  ...,  ,3'„]  =  Upx  T  (Up  à  termes  entiers); 


et 

PxTx  [•!/„... ,';„J  =  UxT, 

U   avant   pour   termes   des    fonctions    entières    à   coefficients    entiers 
de  X,  /,  ....  En  prenant  les  déterminants  des  deux  membres 

A(P)x  i,x...x  •}„=  Ai^Ui, 
A(P)(-)"*"-»(^,r,  ...)  =  A^P)-2.*«-»(x,j,  ...  i  =  A(U). 
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Comme  A(U)  est  une  fonction  entière   à  coefficients  entiers  et  <I>""* 

une  fonction  nriniaire.  A(P)  X  —  est  aussi  un  nombre  entier,  ce  qui, 

1  P 

rapproché  de   la   propriété  déjà  établie,  montre  que  A(  P)  =±:  -  •   Le 

théorème  est  encore  vrai  pour  une  forme  o  non  linéaire. 

On  déduit  de  là  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
de^  est  indépendant  du  système  de  nombres  a,  (3,  .  .  .,  servant  à  définir 
l'idéal.  Réciproquement,  si  plusieurs  nombres  sr,  3,...,  d'un  idéal  ^  sont 
tels  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  norme  de  a  j?  -h  (3  >'  -h  .  .  . 
soit  égal  à  la  norme  de  il>,  ces  nombres  peuvent  servir  à  définir  JU, 
ou  encore  la  forme  contient  l'idéal.  On  voit  aussi  immédiatement 
qu'un  idéal  X  conlient  tous  les  coefficients  de  <I>  (  norme  d'une  forme  ç» 
contenant  <Â.)et  par  suite  leur  plus  grand  commun  diviseur  qui  est  La 
norme  de  ^^s>.  Si  cette  norme  est  i,  do  contenant  i,  contient  tous  les 
entiers  complexes  du  corps,  mais  il  ne  peut  contenir  de  nombres  non 
entiers,  sinon  ç»  aurait  au  moins  un  tel  coefficient  a,  et  O  ayant  au 
moins  un  coefficient  fractionnaire  [i\(a)],  ne  saurait  admettre  i 
comme  plus  grand  commun  diviseur  de  ses  coefficients;  donc  ^  =  [i]. 

Cette  même  interprétation  de  la  norme  fournil  encore  une  démons- 
tration simple  de  la  propriété:  La  norme  d'un  produit  d''idéaux  -Xx-X' 
est  égal  au  produit  des  normes.  Soient  deux,  formes 

rs  =  aa- -r- 3/ -T-.  .  . ,  <!)'=  a'x'-i- P'_/'-l-.  .  . . 

contenant  respectivement  X  et  rX>' \  le  produit 

cp  X  o'=  aa'.rj:'-r-  7.'^' xy'  -^  '^'x' x' y  -h  . .  . 


est  une  forme   contenant   -_i3~,l,'.  Or 


i^X^(?)'"Nàô>^^'(?'> 


étant  deux  polynômes  primaires,  leur  produit  est  aussi  primaire,  ce 
qui  montre  bien  que  IN  (^l,)  X  N(al.')  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  coefficients  de  la  norme  de  oo',  c'est-à-dire  est  la  norme 
du  produit  c^Ij^Ij'. 

Revenons  au  cas  de  X  entier  et  à  la  première  définition  de  la  norme. 
Nous  supposerons,  ce  qu'il  est  toujours  possible  de  réaliser,  que  la 
première  ligne  de  T  est  formée  de  i  et  que  la  base  relative  de  X> 
(à  termes  entiers)  est  sous  la  forme  réduite  d'Hermite 


Pn 


I  Oo  Norn  m. 

Aux  entiers  rationnels  de  do  correspondent  les  points  du  module  dont 
les  n  —  I  dernit-res  coordonnées  relatives  par  rapjjort  à  T  sont  nulles. 
Ory^  est  le  plus  <;rand  connniin  diviseur  des  premières  coordonnées 
de  ces  points  [voir  Cliap.  Il,  la  démonstration  du  théorème  fonda- 
mental), c'est-à-dire  que  yo  est  le  plus  L^rand  commun  diviseur  des 
entiers  rationnels  de  A>.  De  même  si  la  deuxième  ligne  de  T  est 
formée  des  conjugués  de  rentier  complexe '.j,  pour  tous  les  nombres 
de  4.,  qui  sont  de  la  forme  .t'o»,  (.rentier  rationnel  )  les  // —  2  dernières 
coordonnées  relatives  par  rapporta  T  sont  nulles;  ces  nombres  sont 
de  la  forme  yp^oj  (mais  non  réciproquement).  Or  l'idéal  ,1,  contient 
l'entier  ^w,  donc  p^  est  un  diiiseur  de  />:  il  en  est  de  même 
de  ps,  . .  .,/)„. 

Considérons  plus  particulièrement  le  cas  de  t.\>  premier;  alors 
rentier p  est  nécessairement  premier  dans  le  domaine  des  entiers 
rationnels.  Sinon  on  aurait 

P=p'xp\         \p]  =  lp']>^[p"]-, 

l'idéal  premier  d)  qui  divise  [p]  iliviserail  iiin  des  facteurs  [p'  ] 
ou  [/>"];  c'est-à-dire  que  A.,  devrait  contenir  l'un  des  entiers  ration- 
nels/>' ou />"  qui  nest  plus  multiple  de  p.  Les  nombres  p.^,  ....p^ 
sont  alors  égaux  respectivement  à  i  ou  à  />  et  la  norme  de  cla  est 
égale  à 

P^        (fân), 

c'est-à-dire  à  une  puissance  du  nombre  j>remier,  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  rationnels  contenus  dans  do.  Cette 
puissance/ est  appelé  le  degré  de  l'idéal  A.. 

D'autre  part  l'idéal  c\£>  conlenant/>,  l'idéal  principal  [p]  est  divisible 
par  do  qui  est  par  suite  un  des  facteurs  de  la  décomposition  de  [p] 
en  facteurs  premiers 

[p\  =  ^li,  X  II!)  X. . .. 

Si  Ion  a  égard  à  légalité  des  normes  des  deux  membres 

N([/)J  )  =p"  =  \(  a,i  X  N(iil,  IX..., 

on  voit,  d'une  part,  que  les  normes  de  d ,  HIj.  .  .  .   sont  des  puissances 

de  p 

N(d>)  =/>/.,         N(ill.)=/'/^ 

d'autre  part  ces  facteurs  sont  au  plus  en  nombre  n.  On  oljlient  donc 
la  suite  des  idéaux  premiers  d'un  corps,  en  considérant  la  suite  des 
entiers  rationnels  premiers  p  et  en   décomposant   dans  le    corps   les 
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idéaux  [p]  en  produits  de  facteurs  premiers.  Comme  à  des  p  distincts 
correspondent  des  idéaux  premiers  distincts,  il  existe  bien  une  infi- 
nilé  dHdéaux  premiers. 

Au  sujet  de  cette  recherche  des  idéaux  premiers,  on  peut  se  poser 
deux  problèmes  sur  lesquels  je  me  contenterai  de  donner  ici  quelques 
brèves  indications.  On  peut  d'abord  chercher  les  nombres  premiers 
rationnels  p  dont  les  facteurs  premiers  idéaux  ne  sont  pas  tous 
distincts.  Ces  entiers  sont  en  nombre  lini  et  coïncident  avec  les  di- 
viseurs du  discriminant  du  corps,  je  renvois  pour  la  démonstration 
aux  travaux  de  MM.  Dedekind  et  Hensel.  Signalons  seulement  que 
ces  diviseurs,  qu'on  appelle  quelquefois  nombres  critiques,  jouent 
un  rôle  important  dans  la  constitution  de  l'arithmétique  du  corps 
(notamment  dans  la  structure  du  groupe  formé  par  les  classes  d'idéaux, 
Chap.  VII).  On  peut  rapprocher  ce  rôle  de  celui  joué  par  les  points  de 
ramification  (diviseurs  de  la  fonction  discriminante)  dans  l'élude  des 
fonctions  algébriques  :  c'est  ce  rapprochement  qui  sert  en  somme  de 
point  de  départ  lorsqu'on  étudie  simultanément  les  corps  de  nombres 
et  de  fonctions.  {Voir  V Encyclopédie,  t.  I,  p.  lo.  articles  de 
G.  Landsberg,  de  J.  Hadamard  et  J.  Kûrshàk  dans  l'édition  française; 
et  les  travaux  de  K.  Hensel,  G.  Lanasberg,  J.  Konig,  etc.) 

Ces  nombres  premiers  critiques  mis  à  part,  on  peut  ensuite  se 
proposer  de  répartir  les  autres  nombres  premiers  en  catégories  sui- 
vant le  nombre  et  les  degrés  respectifs  de  leurs  facteurs  premiers. 
Dans  la  Note  précédente,  on  a  pu  voir  comment  cette  répartition  est 
liée,  dans  les  corps  quadratiques,  à  la  notion  de  résidus  quadra- 
tiques (symbole  de  Legendre);  pour  les  corps  de  la  division  du 
cercle  (définis  par  une  racine  /?i'è™e  jg  l'unité)  elle  dépend  de  Vex- 
posant  auquel  appartient  p  relativement  au  module  m  (dans  le 
cas  de  m  premier).  Pour  les  corps  plus  généraux  cette  question  se 
rattache  à  l'étude  de  congruences  de  degré  supérieur  à  i  relativement 
à  un  module  entier  rationnel,  on  pourra  en  trouver  un  exemple  élé- 
mentaire (corps  du  troisième  ordre)  dans  le  livre  de  M.  Sommer,  tra- 
duit par  M.  Levy.  {Voir  aussi  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences,  séance  du  i5  mai  191 1,  une  Note  sur  les  corps  abéliens  du 
troisième  ordre.  ) 

Indiquons  enfin  comment  on  peut  étendre  aux  congruences,  suivant 
un  idéal,  les  propriétés  classiques  de  la  théorie  des  nombres  or- 
dinaires. Soit  donc  un  idéal  premier  ^X)  de  norme  p-^^^m\  il  existe 
m  classes  d'entiers  complexes  du  corps,  incongrues  suivant  le 
module  A>:,  nous  désignerons  par 

o,     a',      ...,     a''«-i', 
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une  suite  de  représenlanls  de  chacune  de  ces  classes,  o  appartenanl 
à  -l,.  Ceci  posé,  soit  a  un  entier  complexe  non  dans  -l ,  ou  encore  tel 
que  [rt]  soit  premier  avec  -A),  et  multiplions  a  successivement  par 
tous  les  nombres  o,  a''';  on  obtient  m  nombres  incongrus,  mod.  .Ij, 
et  qui,  par  conséquent,  constituent  une  nouvelle  suite  de  représen- 
tants des  ///  classes.  Ceci  prouve  d'abord  que  l'équation  congruentielle 

a  r  ^  h         (mod-.l.  ) 

est,  ([uel  ([ue  soit  A,  vérifiée  par  les  nombres  dune  et  d'une  seule 
classe.  l'Ln   outre,  si  l'on  fait   le   produit  des   m  —  i  congruences 

en  ayant  égard  à  ce  que  la  suite  des  ^  peut  être  prise,  à  Tordre  près, 
identique  à  celle  des  a,  on  obtient 

rt"'->=i         (mod -A.), 

quel  que  soit  a,  non  dans  ^l,.  C'est  l'extension  du  théorème  de  Fermât^ 
la  norme  de  l'idéal  remplaçant  ta  valeur  absolue  du  nombre 
premier. 

D'autre  part,  si  l'on  considère  la  suite  des  classes  auxquelles  appar- 
tiennent les  puissances  successives  a,  a-,  .  .  . ,  on  voit  sans  peine  que 
cette  suite  est  périodique;  si  l'on  obtient   ainsi  h   classes   diflérenles, 

on  a 

rt'' =  I  (modJU), 

,e[i.-HU=  «a  (mod.A,); 

cette  deuxième  propriété  admet  sa  réciproque.  Il  s'ensuit  que  h  est 
un  diviseur  de  m  —  i;  c'est,  en  adoptant  la  locution  classique,  V ex- 
posant auquel  appartient  a  suii'ant  le  module  A>-  Je  laisse  au  lecteur 
le  soin  d'étendre  de  même  la  notion  de  racines  primitives,  le  raison- 
nement si  ingénieux  de  Gauss,  pour  l'existence  de  ces  racines,  et  la 
théorie  des  indices  de  Jacobi.  On  fera  aussi  aisément  l'extension  de  la 
fonction  0(^0  pour  un  idéal  non  premier  et  l'extension  à  ce  cas  du 
théorème  de  Fermât. 

Considérons  encore  à  un  autre  point  de  vue  une  équation  con- 
gruentielle 

/(x)  ^  o         (niod-jl)), 

y  étant  un  polynôme  et  cl)  un  idéal  premier.  Si  elle  est  vérifiée  par  un 
nombre  entier  a  du  corps,  on  a  identiquement  (c'est-à-dire  que  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  sont  congrus) 

f{x)  =  (x  —  x)/x{x)        (modca»). 
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On  en  déduit  que  les  solutions  distinctes  (mod  cJU)  sont  au  plus  en 
nombre  p,  p  éiant  le  degré  dey,  sauf  si  tous  les  coefficients  de/  sont 
congrus  à  o.  Mais  il  peut  se  faire,  si  />^  m,  que  Téqualion  soit  vérifiée 
par  un  nombre  de  cbaque  classe,  et  par  suite  par  tous  les  entiers  du 
corps,  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  f  soit  divisible,  module  A>, 
par 

x{x  —  en')  X  .  .  .X  (  X  —  a<'«-i)). 

D'après  le  théorème  de  Fermât,  la  propriété  précédente  est  vérifiée 
par  x'"  —  j:,  et  comme  il  v  a  égalité  entre  les  degrés  d'une  part  et  les 
coefficients  de  a*'"  d'autre  part,  on  a  l'identité  congruentielle 

X'" —  x^  x(x  —  a')  X  .  . .  X  (ar  —  a"«-i'  ;         (  modc.1o) 

qui  entraîne  notamment  la  congruence 

a'x.  .  .  X  a'"«-i)  =  — 1  (modo^). 

c'est  la  généralisation  du  théorème  de  Wilson.  On  entrevoit  ainsi 
toute  l'importance  du  théorème  de  Fermât  dans  la  théorie  des  équa- 
tions congruenlielles,  les  conséquences  s'en  déduiraient  comme  pour 
les  nombres  entiers  ordinaires  et  je  renvoie  pour  ces  conséquences 
au\  Traités  élémentaires  de  théorie  des  nombres,  par  exemple 
VAlgèbre  de  Serret.  [On  en  trouvera  aussi  des  applications  aux 
polynômes  à  plusieurs  variables  dans  quelques  articles  de  M.  Borel 
{Balleiiii  des  Sciences  mathématiques).^ 
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